Eine Aufgabe aus dem Alltag
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tan kann durch nicht weiter interessierende Verschiebungen immer den leeren Flatz an die
Fosition (4 4) bewegen, so dass wir 0.B.d A von dieser Ausgangsstellung ausgehen kinnen.
Jede Stellung lasst sich eindeutig als eine Permutation aus der vollen symmetrischen Grup-
pe vom Grad 15 in Zykelschreibweise darstellen. Auf dieser Gruppe ist die Multiplikation de-
finiert, die wir von rechts durchfihren. Das freie Feld erhalt die fikbive Mummer 16, Die Zykel
beschreiben die Lage von 16 Punkten, d.h. es liegt eine Permutationsdarstellung der S5 als
|Intergruppe der Sy vor, da jede Permutation einen Zustand beschreibt, bei dem das freie
Feld auf {(4.4) liegt. Die Beschreibung weist jeder Nummer im rechten Bild (Endzustand) die
tatsachlich dardberliegende Mummer zu (linkes Eild). In diesem Beispiel wird der linke Zu-
stand durch o=(1.914 1512 118,265 (3) (4,13 10} {7) beschriebhen.

Jeder Spielzug ist wvom VWesen her gleich. Es kann nur ein Stein auf eine seiner Machbarposi-
tionen geschoben werden, insofern dort das freie Feld vorliegt. Es werden dann die Nummer
des Spielsteins und die NMummer 16 in der beschreibenden Permutation getauscht. Dies er-
reicht man durch die Multiplikation der urspringlichen Permutation ¢ mit einer Transposition
= und man erhalt die neue Permutation &= . Mehrere Zige hintereinander erreicht man
durch wiederhalte Multiplikation mit der entsprechenden Transposition.

Kann man nun das Spiel von ¢ ausgehend durch k Zoge Igsen, so erreicht man die dem
felzustand entsprechende Fermutation g, also die [dentitat in der Gruppe, durch die Multipli-
kation ety 2 3 ...y =g, dh. = 1. 111, da Transpositionen zu sich selbst invers sind.
Dieses Produkt ist zugleich die Zerlegung der gegebenen Permutation ¢ in thre Transposit-
onen und man Zeigt nun:
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Kann man von einer Ausgangsposiion o (beachie, dass (4, 4) fred ist) zum Endziel gelangen,

50 /5t die Perrmutation o gerade.

Ein Spielstein hat die Koordinaten (i) und durch seine Verschiebung andert sich die Summe

I+ um +1 oder —1. Dies gilt inshesondere fir den fiktiven Stein mit der NMummer 16, der an-

fangs und am Ende auf (4.4) steht. Damit die Summe seiner Koordinaten wieder gerade
werden kann, muss es eine gerade Anzahl von Z0gen (realisiert durch die Transpositionen)

sein, d.h. g ist gerade.

Man zeigt nun noch, dass diese Bedingung sogar hinreichend fir die Lisharkeit des Spiels

ist. Der Beweis reicht aus fur die Erzeuger der Untergruppe der geraden Permutationen.
Diese wird erzeugt durch die Elemente (1,2,4), (1.2.4], (1.2.5), ... (1,2,14), denn wir gehen
wie Immer von einer Ausgangssituation aus, bei der (4,4) frei ist. Der Dreierzykel (1,2 k) be-
deutet bel zweilermaeisem Durchschreiten des Spielfeldes, dass auf dem Feld 1 die Mummer

2, auf dem Feld 2 die Mummer k und auf dem Feld k die Nummer 1 vorliegt.
Man kann nun einen Zugmaodus einfihren, mit dem man spater jeden Zug
realisieren kann. Die Graphik heschreibt diesen. Es kinnen dabei his auf
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die Steine auf den ersten beiden Feldern alle anderen (auch das freie | g | g

Feld) im Uhrzeigersinn hewegt werden, wohei sich ihre Anordnung relativ - —H1—
zueinander nicht dndert. Bei jedem Erzeuger der A5 befindet sich der | @ 10

Spielstein mit der Mummer 1 nicht auf den ersten beiden Feldern, kann .
also durch Rotation auf das dritte Feld bewegt werden. Durch Verschie-
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bung des freien Feldes in entgegengesetzte Fichtung machen wir das siebte Feld frei. MNun

greift ein Zweiter Zugmodus, der durch die Graphik verdeutlicht wird.
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Jhne letztendliche Positionsanderung der anderen Spielsteine werden die ersten beiden

Fositionen richtig besetzt. Da bel dem Zustand, der durch die Permutation (1,2,k) beschrie-
ben wird, alle anderen Spielsteine auter 1,2, und k won warne herein auf ihrem richtigen

Flatz standen, und da nun auch 1 und 2 richtig stehen, kann man durch Zurickrotieren die

erste Rotation, die den Spielstein 1 auf den dritten Platz befdrderte, alle Spielsteine wieder

auf thren alten Platz zurickbringen. Damit steht dann auch der Spielstein k auf dem k-ten

Platz und das Spielist geldst. Nun ist es also fOr jeden Erzeuger der 4, gelost und damit for

jedes Produkt, das Ausgangszustand sein kann und muss, well dies die notwendige Bedin-
gung ist. Somit ist dies auch hinreichend und es kann das Spiel nur dann geldst werden,
wenn der Ausgangszustand durch eine Permutation aus der g . beschrieben werden kann.

Ich als Kind nahm schon einmal dieses Spiel aus lauter Yerzweiflung auseinander und baute
es dann wieder zusammen mit dem Fesultat, dass der neue Zustand nicht diesen Anforde-

rungen entsprach,

Literatur: kaloujning, LA, und %.1. Suscansjkij. Transformationen uhd Permutataonen®erlag Harri Deutsch. 1986,
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