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1. Beispiel — Leistungskurs — Vertiefung Analysis

Potenzreihe einer transzendenten Funktion

Gegeben ist die Funktion f:x — In’(x) .

1.1

1.2

2.1
2.2

23

3.1
3.2

3.3

3.4

Beginnen Sie mit einigen Teilen der Kurvendiskussion - bendtigt werden
 Definitionsbereich
Nullstelle

Extrema

Wendestellen

Wertebereich.

Fertigen Sie eine sinnvoll gute Skizze des Graphen der Funktion im Bereich 0 < x < 4 an.

Jetzt geht es darum, die Funktion als Taylor-Reihe um a = 1 zu entwickeln.

(Im Weiteren sei unter T,, der Beginn der Taylor-Reihe bis einschlieBlich des Terms mit
x" - also ohne Restglied! - verstanden.)

Geben Sie die Reihe bis T¢an.

Interpretieren Sie das Verhalten von f links und rechts von der Nullstelle auf Grund der
ersten Glieder der Taylor-Reihe.

Machen Sie eine begriindete Vermutung iiber die weiteren Koeffizienten der Reihe. Was
konnen Sie dann iiber den Konvergenzbereich dieser Reihendarstellung aussagen?

Geben Sie eine Stammfunktion zu f an.

Die Flache A;sei die Flache zwischen dem Graphen von fund der x-Achse im Bereich
von x = (.5 bis zur Nullstelle, A, entsprechend von der Nullstelle bis x = 1.5.

Bestimmen Sie die Mal3e p; und p, der beiden Flachen.

Die Taylor-Reihe ermoglicht eine ndherungsweise Bestimmung der FlichenmalBe p; und
L, . Bestimmen Sie die Nidherungen fiir p; und p, unter Verwendung von T3 und verglei-
chen Sie Thre Resultate mit denen aus 3.2 .

Vergleichen Sie weiterhin p; + g, mit dem Ergebnis einer Simpson-Nédherung von x=0.5
bis x =1.5 mit nur drei Stiitzstellen (also vier Streifen) !

Kann man die Taylor-Reihe von f verwenden, um die Zahl e anzundhern ? Begriinden Sie
Thre Antwort.




Losungen

1. (Niveau I); diese Darstellung enthilt auch T(x)

20
20

f(x)
10
T6(x)

W

O,
0 0 0.4 0.8 1.2 1.6 2 2.4 2.8 32 3.6

0 X 4

2. Die ersten acht Ableitungen von f lauten

£ =205 =2 -t

5
X

() =%(2lnx—3);fiv(x) :%(11—611”)
. X X

£'(x) = iS(IZInx—ZS);f”i(x) = i6(137—601nx)
X X

£ (x) = 2—f(601nx—147); £ (x) = 7—?(363—1401“)
X X

2.1. (Niveau II) Damit ergibt sich die geforderte Taylor-Reihe zu (die Glieder 7. und 8. Ord-

nung sind hier zusétzlich angegeben) :

11 5 137 147 363
Tx)=(x-1P—(x=1) +—(x-D)' = 2(x=1)° + = (x=1)° ———(x = 1) + = (x = 1)* —+..
(x)=(x—-1P—-(x-1 12(x ) 6(x ) 180(x ) 21O(x ) 560(x )

2.2. Die Nullstelle liegt bei x = 1. Hier sind nur der Anfangsterm, der Term 2. Ordnung, und
néchstwichtig der Term 3. Ordnung von Bedeutung. Da der Term 2. Ordnung An-
fangsterm ist, verhélt sich f an der Nullstelle (2. Ndherung) wie eine um 1 nach rechts
verschobene Normalparabel (Niveau II). Der Term 3. Ordnung hat einen negativen
Koeffizienten und bewirkt somit, dass f links von der Nullstelle oberhalb, rechts von der
Nullstelle unterhalb der Parabel liegt (Niveau III).



2.3. Man kann berechtigterweise vermuten, dass die Koeffizienten eine Nullfolge bilden. Da-
mit ist mit dem Leibnizkriterium der Konvergenzbereich 1 < x <2 (Niveau I) .Fiir den
Bereich zwischen 0 und 1 sind alle Summanden negativ; da eine allgemeine Struktur der
Koeffizienten nicht bekannt ist, kann hier (mit Quotientenkriterium) die Konvergenz nur
gemutmalft werden (Niveau II).

3. Eine Stammfunktion zu fist F'(x) = x(In*(x) —2Inx +2).
Es ergeben sich damit folgende Werte (Niveau II) :

43.1.:pn 4.3.2 : T3 - Néih. 4.3.3. Simpson
0.5bis 1 0.066626312 0.057291667 ;
rel. Abw.: 14.0 %
1bis 1.5 0.030207607 0.026041667 ;
rel. Abw.: 13.8 %
0.5bis 1.5 0.096833919 0.083333333 0.097922587 ;
rel. Abw.:-1.12 %

Die Taylor-Néherung ist also vergleichsweise schlecht, was an der langsamen Konver-
genz der Koeffizienten liegt; dass sie oberhalb der Nullstelle geringfligig besser ist, liegt
an der schwicheren Kriimmung von f in diesem Bereich.

Die Simpson-Néherung erlaubt schon mit vier Streifen eine akzeptable Ndherung. Auch
hier allerdings gilt : f ist durch Polynome 2. Grades (diese verwendet letztlich die Simp-
son-Formel) schon bei einer geringen Entfernung von der Nullstelle nicht mehr gut
darzustellen, weswegen fiir Simpson-Verhiltnisse f schlecht genéhert wird.

Also : fist trotz des sehr glatten Verlaufs vergleichsweise schlecht numerisch integrier-
bar! (Niveau III)

4. Diese Frage erlaubt tiberraschenderweise Antworten in beide Richtungen :
= fhat flir keine leicht zugéinglichen Argumente ein rationales Vielfaches von e als Wert
(wie z.B. exp(1) = e oder, bei der p-Bestimmung, arcsin(0.5) = p/3), da der In ja gera-
de die Umkehrfunktion zur exp-Funktion ist. Also : Nein, es geht nicht.
= Andererseits : Es gilt natiirlich f(e) = 1. Damit kann man fiir jedes k mit dem Taylor-
Polynom Ty die Gleichung Tk(x)=1 16sen. Fiir T, ist dies einfach, T; und T4 ermdgli-
chen auch noch geschlossene Losungen, danach muss man fiir die Losungen der
Polynomgleichungen wiederum Niaherungsverfahren anwenden. Insgesamt bekommt
man dennoch hiermit eine Folge von Ndherungen von e. (Niveau III)
(Bemerkung : Die so erhaltenen Niherungswerte iiberzeugen nicht sehr. Zu-
néchst scheinen nur fiir gerade Ty die Losungen oberhalb von 2 zu liegen, dann
ist der Abstand zu e doch gewaltig. Ich habe die Losung der Polynomialglei-
chungen bis zur 6. Stufe bestimmt :
np=2;n3=0.245122 ;ny =2.03004 ; ns = 0.340311 ; ng = 2.04589 )



Bemerkungen

e Diese Aufgabe entstammt dem Abiturjahrgang 1999.

e Sollte die Aufgabe zu umfangreich erscheinen, so kann entweder auf die Teilaufgabe 2.3
oder auf die Teilaufgabe 4. verzichtet werden.

Unterrichtsgang

Die Aufgabe entstammt im Wesentlichen dem Unterricht im 3. Halbjahr des Kurses. Hier
ging es einerseits um Reihenentwicklung - vor allem angekoppelt an die Frage, wie transzen-
dente, nicht einfach zu integrierende Funktionen dennoch numerisch integriert werden
konnen, z.B. die GauB3-Funktion. Zur Theorie der Reihenentwicklung gehdrten auch

e Konvergenzbetrachtungen mit Konvergenzkriterien (Quotientenkr., Wurzelkr., Leibnizkr.)
e Betrachtungen der linearen bzw. quadratischen Nidherung von Funktionen
e (Genauigkeitsbetrachtungen

Im Unterricht und in Arbeiten wurden intensiv folgende Funktionen unter ihrem Verhalten bei
Reihenentwicklung untersucht :

e f(x)=exp(x)und f(x) =In x

e Verteilungsfunktionen des Typs f(x)=x"-e™
e die GauB3-Funktion ¢(x)

e die Winkelfunktionen

o f(x) =cosh(x)

e die Gamma-Funktion y(x) =

(mit x = v/c) aus der speziellen Relativitdtstheorie
I—x?

Die Reihenentwicklungen vom arctan und vom sin wurden auf ihre Verwendungsfahigkeit
hinsichtlich einer Ndherung von w untersucht.

Als weitere (und hdufig bessere) Moglichkeit zur ndherungsweisen (numerischen) Integration
ging es dann um die (eher schwache) Trapezregel und um die recht gut arbeitende Simpson-
Regel.

Nicht erarbeitet (im Horizont der Aufgabe) wurden Methoden, die die Koeffizienten von Rei-
henentwicklungen jenseits der unmittelbaren Einsicht ergeben; auch die Frage der
Bestimmung von e war nur bei der Exponentialfunktion selbst Thema.




2. Beispiel — Leistungskurs — Vertiefung Analysis

Iterative Mathematik
Gegeben ist die reelle Funktionenschar mit dem reellen Parameter k
gkix—>x*+k .

Diese Funktionenschar soll auf ihr Verhalten unter Iteration untersucht werden, mit anderen
Worten, es geht um das Feigenbaum-Diagramm dieser Funktionenschar.
Begriinden Sie jeweils Thre Antworten.

1. Machen Sie sich mit der Schar vertraut - skizzieren Sie flir einige (vielleicht vier) k-
Werte den Graphen der jeweiligen Funktion.

Bestimmen Sie - in Abhingigkeit von k - Nullstellen und Extrema; Sie werden dieses
Wissen noch bendtigen.

2. Welche Fixpunkte haben - in Abhdngigkeit von k - die Funktionen gk ?
Fiir welche k-Bereiche sind diese Fixpunkte jeweils attraktiv, fiir welche repulsiv ?

4. Welche Startwerte wiirden Sie fiir die Iteration wéhlen ? (M. a. W., geben Sie jeweils den
Attraktionsbereich an.)

5. Bei welchem k tritt die erste Bifurkation im Feigenbaum-Diagramm der gk auf ? (Sie
sollten hier wirklich nachweisen, dass es sich um eine Bifurkation handelt !)

6. Wo ist der Ubergang vom Quasi-Chaos zum Chaos ? Welchen k-Bereich umfasst also das
Feigenbaum-Diagramm ?

7. Bei welchem k tritt die zweite Bifurkation im Feigenbaum-Diagramm auf ?

8. SchlieBlich - wie sieht das Feigenbaum-Diagramm im wesentlichen aus ?




Unterrichtsgang

Das 3. Semester hat das allgemeine Thema "Iterative Mathematik" mit dem ersten Schwer-
punkt "Iteration von reellen Funktionen, periodische Punkte und Feigenbaumdiagramm".

Eines der Ziele war das Kennen- und Erlernen der (zur Kurvendiskussion der klassischen
Analysis analoge) "Feigenbaum-Diskussion" von Funktionenscharen mit den Bedingun-
gen fiir "kritische Punkte" (Fixpunkte, Bifurkationen).

Dabei war die Visualisierung der Sachverhalte, z.B. der Verhéltnisse bei Fixpunkten an
der Identitdt, wesentliches Verstdndnismittel.

Diese Aufgabe stellt ein Beispiel fiir diese Diskussion dar.
Alle notwendigen (und in den Lésungen erwihnten) Satze waren Unterrichtsgegenstand.

Die Schwierigkeit einer solchen Diskussion liegt letztlich darin, dass man sich in einem
Feld von Funktionen authélt, also praktisch zwei Variablen berticksichtigen muss (x und
k).

Der Reiz einer jeder solchen Aufgabe liegt darin, dass die "Feigenbaum-Diskussion" we-

niger automatisch ablduft als eine klassische Kurvendiskussion.

Nicht behandelt wurden explizite Verfahren zur Erzeugung von Attraktionsbereichen, zum
Finden von Bifurkationen hoherer Ordnung, andere Bifurkationen als Periodenverdopp-
lungsbifurkationen und auch nicht der Satz von Sarkovskij.

Losungen

l.

Die Nullstellen liegen bei x, =+ N , 4,

das jeweils einzige Minimum bei
E =(0;k). Hier reicht je eine kurze

Bemerkung.
Skizze :
f2x)
f0X(x)
. . . f025(x)
Die Fixpunkte ergeben sich aus der
fm0( x)

FPG x,=x; +k zu , .
fm2(x)
Xp, =0.5+40.25-k - N /

id(x)
Also : keine FP firk > 0.25 ; ein FP Ny
fiir k =0.25 ; zwei FP firk <0. 25 . T

Sei k=0.25. Der FP xg=0.5 ist in-
different (nicht-hyperbolisch) (der
Wert der zugehorigen Ableitung ist 1).
Man erkennt aus der graphischen Dar-
stellung, dass dieser FP linksseitig -3 x

anziehend, rechtsseitig abstofend ist.

Sei k <0. 25. Von beiden FP kann hichstens einer attraktiv sein. Aus der graphischen
Darstellung erkennt man, dass es sich um den linken FP, also xp,, handeln muss.

Ein FP ist attraktiv, solange | gk'(x, )| =|2x F| <1




Dies ist bei xg, fiir k € 1-0.75 ; -0.25 [ der Fall.
An den Réndern dieses Intervalls ist dieser FP indifferent (siche oben und siehe unten),
fiir k < -0.75 repulsiv.

Das Bassin eines attraktiven FP umfasst alle die Zahlen x aus einem offenen Intervall I,
die in der 1. Iteration in dieses offene Intervall abgebildet werden; aus der graphischen
Darstellung kann man erkennen, dass es sich um das Intervall I = ] -xg; ; Xg; [ handelt.

Aus 3. entnimmt man: ky, = -0.75 (denn gk, (xp,) = -1). Hinreichend dafiir, dass ky, den
ersten Bifurkationspunkt darstellt, ist nun gk, *‘ (xg,) # 0 . Da die 2. Ableitung jedes gk
konstant 2 ist, ist diese Bedingung erfiillt und ki, damit der erste Bifurkationspunkt.

Der Ubergang vom Quasi-Chaos zum Chaos tritt bei Funktionen dieser Art ein, wenn es
aus dem Intervall I plotzlich Zahlen gibt, die nach auflen abgebildet werden (und dem
Attraktor Unendlich anheimfallen), m.a.W., wenn das Bassin des attraktiven FP nicht
mehr zusammenhéngend ist .

Die Antwort zu dieser Frage ist schon graphisch zu ahnen: die Grenze liegt bei ke =- 2 .
Diese Losung ergibt sich rechnerisch aus der Bedingung < Betrag des maximalen Funk-
tionswertes muss noch im Attraktionsbereich liegen >, also : - gk (Xg) = Xg; -

Der langwierigste Teil der Aufgabe - zu bilden ist zunédchst die zweite Iterationsstufe:
gk(ghk(x)=(x>+ky+k=x*+2k>+k>+k
Daraus ist die zugehorige FPG zu entwickeln: x, = x,* + 2kx, 2+ k2 + k

Diese kann vier Nullstellen aufweisen. Die bisherigen FP sind mit Sicherheit Losungen
dieser FPG, also kann man durch entsprechende Linearfaktoren teilen. Sinnvoll ist dabei,
gleich durch deren Produkt zu teilen:

Xy +2kx; —x, +k*+k

> =x*+x+k+1
Xp—xp+k

Die Losungen des Restpolynoms sind die gesuchten periodischen Punkte der Ordnung

2:
1 3
Xy, =——%,—(k+=
p2 ==t~k + )

Fiir solche Paare muss gelten, um sie zu einem attraktiven Zweierzyklus zu machen:
| (gh(gk(xz))I<1,
und die Bifurkation beginnt wieder am Rand des Intervalls.
Dies ergibt hier: Die 2. Bifurkation liegt bei k =- 1.25.

Aus den bisherigen Werten ist dann leicht das Feigenbaum-Diagramm qualitativ zu er-
stellen.

Bemerkung

10

Diese Aufgabe entstammt dem Abiturjahrgang 93.



3. Beispiel — Grundkurs — Vertiefung Analysis

Ableitungszyklische Funktionen

1. Geben Sie die Reihenentwicklung von Funktionen an, die auf R mit ihrer dritten Ablei-
tung identisch sind. Es gibt davon drei; nennen Sie sie £, g und 4.
Weisen Sie die entscheidende Eigenschaft an Thren Reihen jeweils nach.

2. Welche besondere Eigenschaften haben die drei Funktionen jeweils bei x = 0 ? Ubrigens: f
sei die Funktion, die nicht durch den Ursprung lauft.

Arbeiten Sie von nun an mit dem CAA-Programm MathCAD, dessen Handhabung Ihnen ja
wohl vertraut ist; Sie wissen auch,

e dass ein Kommentar zu dem erwartet wird, was Sie den Rechner jeweils tun lassen;

e cbenso sollten die Namen neu eingefiihrter Variablen erldutert werden.

Verwenden Sie an Stelle der vollen Funktionen £, g und 4 nur die Reihenndherungen mit den

ersten sieben von Null verschiedenen Gliedern. Diese Ndherungen sollen fortan mit den Na-

men der Funktionen bezeichnet sein.

3. Stellen Sie einen Plot der drei Funktionen im Bereich [ -10 ; 6 ] her.

4. Vergleichen Sie in R" den Verlauf der Graphen mit dem der Exponentialfunktion exp(x).
Sie werden leicht eine Vermutung aufstellen; versuchen Sie, diese durch ein Plausibilitdts-
Argument zu beweisen.

5. Was fillt Ihnen in R™ an den Graphen auf? Konnen Sie Thre Beobachtungen erkléren?

(Hinweis fiir 4. und 5. : Vergleichen Sie in einem Plot die Exponentialfunktion mit der Sum-
me Threr drei Funktionen.)

6. Bestimmen Sie die Schnittpunkte von fund g im Bereich [ -4 ; 2 ] und den Inhalt der Fla-
che zwischen f und g zwischen den Schnittpunkten.

7. Bestimmen Sie die Schnittpunkte von g und /4 im Bereich [ -4 ; 2 ] und den Inhalt der Fl&-
che zwischen g und /4 zwischen den Schnittpunkten.

11



Losungen

1.

12

Ausgehend von der bekannten Reihenentwicklung der Exponentialfunktion erhélt man
drei Funktionen, deren dritte Ableitung mit der Funktion identisch ist, durch die Funktio-

nen mit den Reihen
6 9 12 3k

x X

A 3'+ o o Tyt 8= ;(31« oy ¢ = z(3k o

Da bekannterweise die Reihe der Exponentialfunktion fiir alle reellen x konvergiert, kon-
vergieren diese drei Reihen als Teilreihen auch.

Dass die drei Funktionen mit ihren dritten Ableitungen identisch sind, ergibt sich aus der
Bildung bzw. durch einfaches Nachrechnen.

fO)=1, f'(0)=0, /'(0)=0, /"' (0)=1
Es gilt: g(0)=0, g'(0)=1, g"(0)=0, g""(0)=0
h(0)=0 und h'(0)=0=h"(0)=h"(0) ;" (0)=1

fhat also bei x = 0 eine Wendestelle mit waagerechter Tangente mit Kriimmungswechsel
links-rechts;

g eine Durchgangsnullstelle mit einer Tangentensteigung von 1 und

h eine Beriihrungsnullstelle (ein Minimum).

Die erwiinschten Reihen-Anfinge lauten

3 6 9 12 15 18
X X X X X

foom=le i D DX p X X
6 6! 91 121 15! 18!

4 7 10 13 16 19

X X X X X X
e mxp g L X g X X X

4! 7! 10! 13! 16! 19!

2 5 8 11 14 17 20
X X X X X X

X
h(x) =——+ —+—+—+ —+—+—
2 50 8! 11! 14! 17! 20!

Zur Darstellung siehe MathCAD-Blatt.

Die Beobachtung zeigt, dass alle drei Funktionen fiir wachsendes x einen Verlauf haben,
der dem einer Exponentialfunktion gleicht.

Genauer gilt: [im /™) =11mg®=11m h(x)——exp(x)

X—>0 X—>0 X—>00
Dies ist leicht einzusehen, da ja sozusagen die Exponentlalfunktion in ihren Reihenglie-
dern ,,gedrittelt* wird. (Hier wird eine Plausibilitdtsiiberlegung erwartet, kein stringenter
Beweis.)
Eine Veranschaulichung durch ein zusétzliches Diagramm ist positiv zu werten.

In R tritt diese Anndherung nicht auf. Dies liegt daran, dass die Summanden der Rei-
henentwicklung der Exponentialfunktion mit ihren bei negativem x unterschiedlichen
Vorzeichen unterschiedlich, aber systematisch auf die drei Funktionen verteilt werden.
Auch hier ergibt die Summe der drei Funktionen wieder die Exponentialfunktion.



6. Sieche MathCAD-Blatt

7. Siehe MathCAD-Blatt

Bemerkungen

e Wesentlich fiir diese Aufgabe ist die Unterteilung in Teile, die unmittelbar mathemati-
sches Denken und mathematische Kenntnisse erfordern, und solche, in denen aus der
Verwendung eines CAA-Programms Einsichten und Losungen erhalten werden.

e Insbesondere ermoglicht der Einsatz des Programms die Losung numerischer Fragen, die
sonst unzugéinglich wéren.

e Die Verwendung des CAA-Programms MathCAD entspringt hier der Vorliebe des Au-
tors; selbstverstandlich lieBe sich die Aufgabe ebensogut in z.B. Derive oder Mathematica
bearbeiten.

e FEine weitere, interessante Fragestellung wére
Welchen Fliacheninhalt hat die Fliche zwischen den Graphen von fund 2abx =0 ?

Verwenden Sie auch hierfiir die Hilfe des Rechners; kommentieren Sie aber das, was Th-
nen der Rechner liefert, sehr deutlich.

Losung
Die Fliache konvergiert fiir x — o gegen 1. Dies kann mit den verwendeten endlichen
Reihen nicht gezeigt werden, da fiir groBBere x (hier ab etwa x = 8 ) der Einfluss der nicht

beriicksichtigten hoheren Reihenglieder immer wichtiger wird.

Erweiterungsaufgabe- Maf} der Flache zwischen f und h im Positiven

z
A(z) ::Jq (f(x) — h(x))dx
0

A(z)

0.57T

13



Unterrichtsgang

Analysis und ihre Vertiefung werden hier in starkem MalBe rechner- und anschauungsunter-
stiitzt betrieben. Dies ermoglicht, in starkem MaRe zu visualisieren und das Verhalten auch
von komplizierteren Funktionen praktisch interaktiv zu untersuchen; Ableitungen und
Stammfunktionen komplizierter Funktionen konnten durch die Fahigkeiten des CAA-
Programms, symbolisch zu arbeiten, gewonnen werden.

Das optisch-graphische Verfahren ermoglichte auch, die Frage der hinreichenden Bedingun-
gen fiir Extremalstellen und Wendestellen klar darzustellen.

Von einem guten Umgang mit dem CAA-Programm werden fiir die Aufgabe ersichtlich fol-
gende Féhigkeiten vorausgesetzt:

e FEigenes Arbeiten mit dem Programm

e Funktionen und ihre Darstellung

¢ Umgang mit Differential- und Integraloperatoren

e Verwendung der Gleichungs-Losungs-Routinen (hier wurzel)

Zur Vertiefung der Analysis gehdrten hier die Reihenentwicklungen. Insbesondere wurde im

Unterricht angesprochen

e die Reihe der Exponentialfunktion

e die Reihe der Funktion —exp(x) mit ihrer charakteristischen Eigenschaft, mit ihrer zweiten
Ableitung identisch zu sein

e die Funktionen sinus und cosinus mit ihren Reihen im Hinblick auf ihre charakterisierende
Eigenschaft, mit ihrer vierten Ableitung identisch und mit ihrer zweiten Ableitung ,,negativ
identisch* zu sein.
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Abituraufgabe Ableitungszyklische Funktionen

3 6 9
X

f(x) =1+ —+—+—
6 6! 9!

g(X) =X+ —+—+
h(x) =2+ 2+
2

20

f(x)

g(x)
h(x)

12
X

12!

4 7 10
X

41 7!

2 5 8
X

51 8!

11
X

|

X

13

—_—
10! 13!

14
X

16!

17
X

t—t—t+—
!t 14! 17!

191

20
X

20!

W

(=]

Teilaufgabe 3
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Darstellung der Summe der Funktionen und von exp(x)

f(x) +g(x) +h(x)

X
(¢

-1

X

Bestimmung der "linken" und "rechten" Schnittstellen von fund g

xli=-3

xfgl:=wurzel( f( xI) — g(xI), x])

xfgl=-2.418399

xfgr
f (f(x) — g(x))dx=3.897095

xfgl

xr:=1

xfgr = wurzel( f( xr) — g(xr), x1)

xfgr=1.2092

Flache zwischen fund g -
Teilaufgabe 6

Bestimmung der "linken" Schnittstelle zwischen h und g

xli=-3

xhgl :=wurzel(h(xI) — g(xI), xI)

xhgl = -3.627599

0
f (h(x) - g(x))dx=7.133707

xhgl

16

Flache zwischen h und g -
Teilaufgabe 7



4. Beispiel — Grundkurs — Verbindung Analysis & Lineare Algebra / Geo-
metrie

Zwei Funktionen
Gegeben sind die reellwertigen Funktionen f :x — f(x)=4 - %xz und g:x—g(x) =§2 .
X
1.1 Zeichnen Sie die Graphen und geben Sie die wichtigsten Eigenschaften der Funktionen
an. Eine vollstidndige Kurvendiskussion wird nicht erwartet.

1.2 Zeigen Sie, dass sich die Graphen in zwei Punkten beriihren, und bestimmen Sie diese
Beriihrpunkte. Diese beiden Punkte sollen die Namen A und C erhalten, wobei unter A
derjenige der beiden Punkte verstanden werden soll, der einen negativen x-Wert aufweist.

2. Jetzt miissen Sie etwas umdenken: Nennen Sie die Achse, auf der die Funktionswerte auf-
getragen sind, z-Achse, und erweitern Sie das bisherige x-z-Koordinatensystem zu einem
vollstidndigen dreidimensionalen x-y-z-Koordinatensystem. Lassen Sie dann die Graphen
von fund g um die z-Achse rotieren.

Die Punkte A und C werden jetzt auf einem Kreis liegen; der Kreis soll £ hei3en.

2.1 Machen Sie sich die Verhéltnisse in einer hinreichend guten Skizze deutlich.
2.2 Geben Sie die Kreisgleichung fiir £an.

2.3 Vier weitere Punkte bekommen jetzt Namen: Unter B und D sollen die Punkte verstanden
sein, die auf dem Kreis #und der y-z-Ebene liegen (sie haben also die x-Koordinate Null),
wobei wieder B die negative y-Koordinate aufweist; O ist der Ursprung, und P ist der
Spiegelpunkt zu O an der Ebene, die den Kreis £’ enthilt.

Die Ebene E geht durch A, B und O; die Ebene F geht durch C und D.
Geben Sie die Gleichungen von E und F an.

Wie liegen die beiden Ebenen?

Bestimmen Sie den Abstand von £ und F.

2.4 Ersichtlich bestimmen A, B, C, D, O und P eine Doppelpyramide DPy». Bestimmen Sie das
Volumen und die Oberflache dieser Doppelpyramide.
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Losungen:

1.1 (Niveau II) Die beiden Funktionen sind gerade, ihre Graphen sind also symmetrisch zur
z-Achse.
(Niveau I) Als Parabel hat f ein Maximum bei Max = (0|4 ).

(Niveau II) Die Funktion g hat bei x = 0 einen geraden Pol und ist positiv definiert. Sie ist
iberall linksgekriimmt.
(Niveau II) Die Graphen bieten folgendes Bild:

[

-3 / -z
-1t

1.2 (Niveau II) Gleichsetzen der Funktionsgleichungen ergibt eine biquadratische Gleichung
mit den Losungen xs;=-2 und xg; =2.
Einsetzen in die Ableitungsterme von fund von g ergibt in beiden Fillen jeweils dieselbe
Steigung der beiden Funktionen, ndmlich f'(xs;) = g'(xs1) = 1 (wegen der Geradheit der
Funktionen bei xg, analog).
Die Punkte A=(-2|2)und B=(2]2) sind damit die gesuchten Beriihrpunkte.

2.2 (Niveau I) Die Kreisgleichung fiir K lautet
K: x*+y>=4 A z=2 . Der Radius des Kreises ist r=2 .

(Niveau I) Die Punkte haben der Reihe nach folgende Koordinaten:
A=(-2]0]2) B=(0[-2]2) C=(2]0]2)
D=(0]2]2) 0=(0]0]0) P=(0[0[4)

(Niveau II) Die Ebene E ist eine Nullpunktsebene und beschrieben durch

E:{;|;:}\,a4'+MO_B',}\,’MER}: y |x+y+Z:O :
z

die Ebene F hat dann die Darstellungen
X

F:§|;:§’+kﬁ+p%,k,ueR}: yi|ilx+y+z=4
z

Da E und F den selben Normalenvektor aufweisen (die Koeffizienten in den Restriktio-
1

nen sind sogar gleich), namlich Z =| 1|, sind die Ebenen parallel.
1
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23

24

(Niveau III) Da E die zu F gehorige Nullpunktsebene ist, ist der Abstand der Ebenen
gleich dem Abstand des Punktes P vom Nullpunkt. Unter Verwendung der Restriktionen
4

N

und der Abstandsformel fiir Ebenen ergibt sich sofort dis(E, F)=

(Léngere Rechnung: Niveau II)

(Niveau I) Mit den Werten aus 2.2 sind alle Kanten zwischen je zwei benachbarten
Punkten auf dem Kreis gleichlang mit der Streckenlénge d =+/8 . Auch die Lénge der
Strecken von O bzw. P zu den Punkten auf dem Kreis ist jeweils d.

(Niveau III) Die Doppelpyramide ist auf Grund ihrer Konstruktion eine regelmaBige
quadratische Pyramide - genauer gesagt, ein platonischer Oktaeder. Das Volumen be-

stimmt sich zu V:2 .

(Niveau III) Die Oberfldche besteht damit aus acht kongruenten gleichseitigen Dreiecken
mit der Kantenlédnge d. Die Oberflache ergibt sich damit zu A4 :2\/3_ d>=16/3.
(Auch hier wieder: Langere Rechnung - Niveau II)

Unterrichtsgang

Uber die Standards in Analysis und Linearer Algebra hinausgehend setzt der Unterrichts-
gang, der zu dieser Aufgabe fiihrt, weitere Schwerpunkte:

standige Betonung der (optischen) Bedeutung der Ergebnisse analytischer Untersuchun-
gen von Funktionen

guter Umgang mit geometrisch-anschaulicher Vorstellung

guter Umgang mit den verschiedenen Darstellungsformen der Objekte der Linearen Alge-
bra

Riickgriff auf die ebene und die rdumliche Geometrie der Mittelstufe mit ithren Objekten
und Resultaten.

Bemerkungen

Diese Aufgabe basiert im Teil 1 auf einer Grundkurs-Aufgabe des Abiturjahrgangs 2000.

Ein Leistungskurs konnte grundsétzlich liber weite Teile einen analogen Unterrichtsgang
aufweisen. Zusétzlich konnten hier noch als verbindende und vertiefende Inhalte dazu-
kommen:

e Kegelschnitte auBBer Kreis

e Kugeln; Zylinder; Ellipsoide

e Volumenintegrale

Aus einem solchen Leistungskurs entstanden, konnte die Aufgabe beispielsweise so aus-
sehen:
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4. Beispiel — Variante Leistungskurs:

Zwei Funktionen
Gegeben sind die reellwertigen Funktionen f :x — f(x)=4 - %xz und g:x—g(x) =§2 .
X
1.1 Machen Sie sich mit den Funktionen hinreichend gut vertraut - dazu gehort auch eine
sinnvoll gute Zeichnung.

1.2 Zeigen Sie, dass sich die Graphen in zwei Punkten beriihren, und bestimmen Sie diese
Beriihrpunkte. Diese beiden Punkte sollen die Namen A und C erhalten, wobei unter A
derjenige der beiden Punkte verstanden werden soll, der einen negativen x-Wert aufweist.

2 Jetzt miissen Sie etwas umdenken: Nennen Sie die Achse, auf der die Funktionswerte auf-
getragen sind, z-Achse, und erweitern Sie das bisherige x-z-Koordinatensystem zu einem
vollstdndigen dreidimensionalen x-y-z-Koordinatensystem. Lassen Sie dann die Graphen
von fund g um die z-Achse rotieren.

Die Punkte A und C werden jetzt auf einem Kreis liegen; der Kreis soll £ hei3en.

2.1 Geben Sie die Kreisgleichung fiir £an.

2.2 Vier weitere Punkte bekommen jetzt Namen: Unter B und D sollen die Punkte verstanden
sein, die auf dem Kreis #und der y-z-Ebene liegen (sie haben also die x-Koordinate Null),
wobei wieder B die negative y-Koordinate aufweist; O ist der Ursprung, und P ist der
Spiegelpunkt zu O an der Ebene, die den Kreis £'enthilt.

Die Ebene E geht durch A, B und O; die Ebene F geht durch C und D und ist zu E paral-
lel.
Geben Sie die Gleichungen von £ und F an und bestimmen Sie den Abstand von £ und F.

2.3 Ersichtlich bestimmen A, B, C, D, O und P eine Doppelpyramide. Bestimmen Sie die
Oberfliache dieser Doppelpyramide.

3. Verschiebt man den Kreis £ beliebig lings der z-Achse, so erhélt man einen Zylinder Z/.
Was fiir ein geometrisches Gebilde ist der Schnitt von £ und Z,£ Bestimmen Sie die Glei-
chung dieses Schnittes in (Koordinaten) der Ebene E!

4. Gehen wir zuriick in die x-z-Ebene.
4.1 Betrachten Sie jetzt den Rotationskdrper, der entsteht, wenn man den Graphen von g um
die x-Achse rotieren ldsst. Zeigen Sie, dass das Volumen dieses Korpers fiir x > 4 den

1 )
Wert V= 5 77 annimmt.

4.2 An welchem x-Wert xx muss dieser Korper durchschnitten werden, damit die entstehen-
den Korper jeweils die Hilfte des urspriinglichen Volumens aufweisen?

Losung der neuen Aufgabenteile

3. (Niveau II) Der Schnitt eines Kreiszylinders mit einer Ebene, dessen Normalenrichtung
nicht die Achsenrichtung des Zylinders ist, bildet eine Ellipse.
(Niveau IIT) Wesentlich fiir die Kenntnis der Ellipse ist die Kenntnis der Linge der
Hauptachsen. Hierzu kann einfach iiberlegt werden:
Der Zylinderdurchmesser ist der kleine Durchmesser der Ellipse, also b = 2.
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4.1

4.2

Auf Grund der Symmetrie der Doppelpyramide liegen die Hauptpunkte auf der Geraden
-1
mit dem Richtungsvektor r=| -1 , und da fiir die Hauptpunkte x>+ y* =4 gilt, ergibt
2
sich die groBe Halbachse zu a = 23,
Berticksichtigt man noch die Verschiebung, so erhdlt man in einem Koordinatensystem in
E, das mit dem urspriinglichen den Ursprung gemeinsam und seine x-Richtung in Rich-
tung der groen Halbachse hat, die Ellipsengleichung
_ 2 2
=23y 02y
12 4

Ell:

(Anmerkung: Auch Losungen, die lediglich die richtigen Werte fiir die Hauptachsen auf-
weisen, sind anzuerkennen. Ebenso ist der angegebene nicht der einzig mogliche Weg.)

(Niveau II) Mit der bekannten Formel fiir das Volumenintegral und dem ebenfalls be-
kannten Formalismus fiir uneigentliche bestimmte Integrale ergibt sich

1

-3’

v =n[ g2(x)dr=64n| d—f=64n [ } =§  wie gefordert.
4 X 4

(Niveau IT) Fiir diesen Aufgabenteil ist folgende Gleichung zu 16sen:

647:-{ 1 3} = damit xk={128 .
xk

—3x

Andere Aufgabenteile, die gegebene Teile ergénzen oder ersetzen kdnnten (hier ohne Lo-
sung vorgestellt):

2.4 Bestimmen Sie das Volumen des Restkorpers zwischen dem Kreiskegel mit K als Ba-
sis und O als Spitze und der regelméBigen quadratischen Pyramide ABCDO !

2.5 Unter welchem Winkel schneidet PO die Senkrechte auf E durch O ?

3.2 Geben Sie die Gleichung dieses Schnittes sinnvoll in der Ebene E an!

3.3 Die Ebene G geht durch A,C und den Punkt Q = (0 | yp | 0 ). Was fiir ein geometri-
sches Gebilde ist der Schnitt von G und Z? Bestimmen Sie die Gleichung dieses
Schnittes!

3.4 Welches Volumen weist der Korper auf, der durch die x-y-Ebene, den Zylinder 24
und den rotierten Graphen von f begrenzt wird?

21



5. Beispiel — Grundkurs — Verbindung Lineare Algebra & Analysis

No Brain — No Pain

Die Vertriebsfirma No Brain - No Pain verkauft vier Produkte, nimlich Agonizer,
Bogeys, Crookies und Ditscheridoos.

[y

1.1

1.2

1.3

1.4

2.1
2.2
2.3

3.2
3.3

. An einem Tag wurden vier Rechnungen ausgeschrieben:

Elena H. hatte sechs Agonizer, sechs Ditscheridoos und je einen Bogey und einen
Crookie gekauft - ihre Rechnung belauft sich auf 200 Euro.

Jessica C. hatte je drei Bogeys und Crookies sowie vier Ditscheridoos und fiinf Ago-
nizer erworben und muss dafiir 197 Euro zahlen.

Miriam K. erwarb einen Agonizer, drei Crookies, vier Ditscheridoos und sogar elf
Bogeys - sie ist mit 201 Euro dabei.

Vanessa G. schlieBBlich muss fiir den Erwerb von sieben Ditscheridoos sowie je drei
Exemplaren der anderen Produkte 202 Euro bezahlen.

Beschreiben Sie - ohne zu rechnen - moglichst genau den Raum moglicher Losun-
gen.

Was kosten die vier Produkte jeweils?

Leider unterlief bei der Rechnung fiir Miriam K. ein Fehler. Es sind dort 11 Ago-
nizer ausgewiesen. Welche Preise fiir die vier Produkte konnten die vier Frauen aus
den Angaben jetzt errechnen? Wie ist dieses Ergebnis zu interpretieren?

Was wiire denn herauszufinden, wenn es die Rechnung von Miriam K. gar nicht
geben wiirde?

Denken wir die Sache einmal geometrisch. Streichen wir zunéichst einmal die Dit-
scheridoos aus dem Angebot der Firma; die Preise werden neu definiert.

Nun gab es drei Rechnungen, jeweils iiber 99 Euro:

e Carsten S. hatte einen Agonizer, sechs Bogeys und zwei Crookies bestellt.

e Sven T. brauchte zwei Agonizer, drei Bogeys und vier Crookies.

e Nico U. benoétigte aus unbekannten Griinden keine Crookies, dafiir aber elf Ago-
nizer und zwei Bogeys.

Was kosten denn die Geriite jetzt?
Was stellt denn jede Rechnung, geometrisch interpretiert, dar?

Wo schneidet denn die Sven T.-Ebene jeweils die Koordinatenachsen?

Interpretieren Sie die Rechnung von Sven T. jetzt als Funktion z(x,y).

Was ist der Gradient einer skalaren Funktion mehrerer Variablen? Wie berechnet
man ihn? Wie ist er — im Falle einer Funktion zweier Variablen — geometrisch zu in-
terpretieren?

Bestimmen Sie den Gradienten der Funktion z(x,))!

Nun muss ja nicht jede Funktion von zwei Variablen linear sein. Nehmen wir als
Beispiel die Funktion g:x—>x-,/y+1+ y-+x+4 . Geben Sie den Gradienten von g
an und bestimmen Sie seinen Wert des an der Stellex=3;y=4.
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Losungen

1.1 (Niveau I) Da die Preise alle positiv sein miissen, ist der Raum moglicher Losungen
ein (vierdimensionaler) Quader mit der Kantenlinge von etwa 200 €, der im Ur-
sprung beginnt. ((Niveau II) Genauer gesagt, ist es nicht dieser gesamte Quader,
denn die Summe der Koordinaten jedes Punktes muss ja kleiner sein als 200 €; (Ni-
veau III) der Raum moglicher Losungen ist also der positive Teil der 200 € -
Umgebung um den Ursprung beziiglich der Summenmetrik.)

1.2 (Niveau I) Mit Hilfe von Standardverfahren (z.B. Gauf3-Jordan) zur Losung dieses
(4x4)-LGS ergibt sich:

Ein Agonizer kostet 17 €, ein Bogey 9 €, ein Crookie 11 € und ein Ditscheridoo 13 €.

1.3 (Niveau II) Dieses Gleichungssystem, genau so gelost, gibt fiir A und D dieselbe Lo6-
sung. Die Losung fiir B ist aber —12.25, und diese Zahl liegt — siche 1.1 — aulerhalb
des Raumes moglicher Losungen. Hiermit ist ein Fehler in der Rechnungsgestellung
Kklar.

1.4 (Niveau II) Das Gleichungssystem ist nunmehr unterbestimmt; weiterhin ergeben
sich die bekannten Preise fiir A und D, aber iiber B und C ist nur noch herauszufin-
den, dass ein Bogey und ein Crookie zusammen 20 € kosten.

Bemerkung: ,,Normales“ Vorgehen allein macht es moglich, nicht dreimal das — nur
leicht geinderte — Gleichungssystem durchrechnen zu miissen, sondern sozusagen
nur die Anderungen ,,nachzurechnen®.

2.1 (Niveau II) Wieder die Losung eines LGS, hier eines (3 x 3)-LGS:
Ein Agonizer kostet 7 €, ein Bogey 11 € und ein Crookie 13 €.

2.2 (Niveau I) Jede Rechnung lLisst sich als Restriktion im R?* auffassen, also ist jede
Rechnung die Parameterdarstellung einer Ebene.

2.3 (Niveau II) Sei S die Sven T.-Ebene, dann hat sie die Hesse-Form
A B C

: + + =1
99/2 99/3 99/4

Damit sind die drei Achsenschnittstellen A =%Euro, Bg =33 Euro,Cg =%Euro .

3. (Niveau II) Umgeschrieben als Funktion ist die Sven T-Ebene gegeben durch
z(x,y)= »_1 X— 3
T T T
3.1 (Niveau I) Der Gradient einer skalaren Funktion ist ein Vektor, der in die Richtung
der stiirksten Anderung der Funktion zeigt und dessen Betrag eben diese Anderung
angibt.

0/ ox

Es gilt: gradf =| 0/0y |- f (analog im n-dimensionalen Fall)
0/0z

Im Fall einer zweidimensionalen Funktion ist die Richtung des Gradienten die Rich-
tung, in der die Tangentialebene am stirksten steigt.
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-0.5
3.2 (Niveau II) Einsetzen und partiell Ableiten ergibt grad z(x, y)=( 0 75} . Der Gra-

dient von z ist also — was bei einer Ebene nicht verwundert — ein konstanter Vektor.

-0.5
Interpretiert sagt das Resultat: Die Ebene S steigt in der Richtung ( 0 75j iiber

der x-y-Ebene maximal, und die Steigung in dieser Richtung ist %3 .

3.3 (Niveau IIT) Anwendung der Definition des Gradienten und der Ableitungsregeln

y
Y+l +——
Y 2x+4

liefert grad g(x,y)= und damit

al ++x+4
2\y+1
2
— *E*ﬁ 2.9920
grad g34)=| , *| 35102 )"
2 4] B

Bemerkungen

Der Unterricht, dem diese Aufgabe entspringt, legt vornehmlich Wert auf die Anwend-
barkeit der Linearen Algebra und auf die Frage nach der Beschreibung von Flichen im
R3.

Dafiir nimmt er den Themenkomplex Vektorraum — Erzeugung — Basis nicht in den
Focus.

Unterrichtsgang

Durchgehende methodische Vorgehensweisen:

e Ausnutzung graphischer Darstellungen, auch unter Zuhilfenahme von rechnerge-
stiitzten Darstellungen im Unterricht

e Verwendung von Problemstellungen, die auf LGS bzw. auf linear-geometrische Ge-
bilde fithren

e Betonung des Restriktionscharakters von Gleichungen, sowohl von linearen wie von
nicht-linearen

Folge der inhaltlichen Hauptpunkte:
e Losungstheorie von LGS

e Darstellung der Parallelitiit zwischen (linearen) Gleichungen und Strukturen im R",
insbesondere zwischen einer linearen Gleichung und Ebenen im R?

e Vertrauter Umgang und vertraute Umrechnung der verschiedenen Formen: Punkt-
Richtungs-Form, Parameterform, Hesse-Form
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Ausnutzung der Hesse-Form: Normalen-Vektor, Abschnitte, Volumina von einfa-
cheren Tetraedern; Abstiande

Euklidischer Abstand

Losungsbereiche: Losungsquader, insbesondere bei Problemen, in denen alle Ele-
mente der Losung auf Grund der Aufgabenstellung positiv definit sein miissen;
Uberlegungen zum Abstandsbegriff (Idee des Summen- und des Maximum-
Abstands)

Ableitungen von mehrdimensionalen Funktionen: Problemstellung — Wie kann eine
Steigung einer nicht ebenen Fliche im R? gefasst werden? Einfiihrung des Gradien-
ten; Gradient als Vektor (-Funktion); Gradient im physikalischen Kontext

Visualisierung des Gradienten bei Funktionen zweier Variablen

Verbindung zwischen Steigung einer Ebene im R?* und Gradient
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6. Beispiel — Grundkurs — Verbindung Lineare Algebra & Analysis

Kegelschnitte
Gegeben sind
x2 y2
die Ellipse E11 mit Ell: +<—=1 und
100 64
x2 y2
die Hyperbel Hyp mit Hp:———=1
yp yp yp 25 16
1. Geben Sie fiir beide Kurven jeweils die Lage der beiden Brennpunkte sowie der Haupt-

punkte an und skizzieren Sie den Verlauf von E11 und Hyp hinreichend gut, um an Hand
der Skizze Thre weiteren Resultate priifen zu konnen.

Bestimmen Sie die Schnittpunkte S; — S4 von E11 und Hyp.

Wie grof} ist in einem Schnittpunkt die Summe der Abstinde von diesem Punkt zu den
beiden Brennpunkten der Ellipse? Wie grof3 die Differenz der Abstinde von diesem Punkt
zu den beiden Brennpunkten der Hyperbel?

Der Kreis K hat seinen Mittelpunkt Mg auf der x-Achse und beriihrt E11 und Hyp jeweils
an den rechten Hauptpunkten. Geben Sie die Kreisgleichung fiir K an!

Wenn der Kreis K um die y-Achse rotiert, so bildet er einen Torus. Welches Volumen hat
dieser Torus?

Im rechten oberen Schnittpunkt S; gibt es eine Tangente tg an E11 und eine Tangente ty
an Hyp. Geben Sie die Gleichungen zu diesen beiden Geraden an und berechnen Sie dann
den Winkel zwischen tg und ty. (Hinweis: Bei dieser Teilaufgabe konnen analytische
Methoden oder Methoden aus der Linearen Algebra helfen.)

Die Ellipse E11v hat dieselben Halbachsen wie E11, die Halbachsen liegen auch parallel
zu den entsprechenden Halbachsen von E11. Allerdings ist E11v so verschoben, dass
Ellvund E11 sichin S; beriihren. Welche Gleichung hat E11v ? (Es kommt hierbei
weniger auf die genauen Zahlen fiir die Koordinaten von S, an als darauf, dass Sie mit
diesen Koordinaten arbeiten konnen.)

Die Hyperbel rotiert jetzt um die x-Achse und bildet so ein (zweischaliges) Rotationshy-
perboloid. Welchen Rauminhalt hat die rechte Schale bis x =10 ?
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Losungen

1.

(Niveau I) Mit den bekannten Gleichungen fiir die Brennpunktabstiande ergeben sich
firell: Fi=(-6|0)und F,=(6|0);H;=(-10/0)undH,=(10]0)
fir Hyp: Fi=(-V41]0), F,=(N41|0);H,=(-5]0)und H;=(5|0)

Die graphische Darstellung enthilt auch die anderen angesprochenen Kegelschnitte und

Funktionen:
20 r

(Niveau II) Gleichsetzen der Bestimmungsgleichungen ergibt
S =(5V2.5[V24);S,=(-5V2.5|V24); S3=(-5V2.5|-V24 ) ;S4=(5V2.5| \24)

(Niveau I) GemiB der Definitionen von Ellipse und Hyperbel ergeben sich die geforder-
ten Zahlen zu 20 und 10.

(Niveau II) K hat seinen Mittelpunkt auf der x-Achse mittig zwischen den rechten Haupt-
punkten und einen Durchmesser von d = 5. Also

x-75Y
K: =6.25 oder K : (x —7.5)*+ y*=6.25 .
y

(Niveau II) Mit der bekannten Formel fiir das Torusvolumen V,, . =2n’r>R und mit den

orus

Erkenntnissen, dass r der Radius von K ist und R der Ursprungsabstand des Mittelpunktes
von K, ergibt sich
Viorus=925.27541 .
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6.

XX VI
a’ b?

oder (Niveau III) tiber die ersten Ableitungen der Ellipsen- und Hyperbelfunktionen (er-

gibt die Steigungen in S;) und dann entweder in eine Geradengleichung oder eine Punkt-

Richtungsform einer vektoriellen Geradengleichung eingesetzt — ergibt:
t,(x)=—1.0328x +~/24 +1.0328-5+/2.5 und

£, (x)=1.0328x +~/24 —1.0328-5+/2.5

Die beiden Tangenten haben also denselben Betrag der Steigung.

(Niveau IITI) Deswegen ist der Winkel zwischen ihnen leicht zu bestimmen —
a=180°—-2-arctan(1.0328)=88.151°

(Auch eine Losung iiber den Cosinussatz aus den Richtungsvektoren der beiden Geraden
ist sinnvoll.)

(Niveau II) Losung mit Hilfe der bekannten Tangentengleichungen

(Niveau II) Anwendung der Verschiebungsformeln ergibt
— 2 _ 2

1y &2 ) =2y )
100 64

denn die urspriingliche Ellipse wird an S; punktgespiegelt.

El

3

(Niveau III, da in diesem Zusammenhang noch nicht angewendet) Anwendung der For-
mel fiir das Volumenintegral unter Verwendung der Hyperbelgleichung (deren Quadrat
besonders leicht zu erhalten ist) und der gegebenen Grenzen von 5 und 10 ergibt

10 _,

[ &2 -1dx=335.1032164.
25

5

10
V= TEI hyp*(x)dx=m
5

Bemerkungen

10.

28

Auf die Teilaufgabe 5. kann verzichtet werden; allerdings erfordert diese Teilaufgabe le-
diglich die Anwendung einer erarbeiteten Formel.

Weitere mogliche Aufgabenteile, die andere Aufgabenteile ersetzen und die Aufgabe dann
auch zu einer Leistungskurs-Aufgabe machen konnen:

(als Alternative zu 6. ) Im rechten oberen Schnittpunkt S; gibt es eine Tangente t; an E11
und eine Tangente ty an Hyp. Ng und Ny seien die Schnittpunkte der Tangenten mit der x-
Achse. Zeigen Sie, dass das Dreieck ANgNgS; gleichschenklig ist.

(Hinweis: Bei dieser Teilaufgabe konnen analytische Methoden oder Methoden aus der
Linearen Algebra helfen.)

(als Alternative zu 6. und 7.) Im rechten oberen Schnittpunkt S; gibt es eine Tangente tg
an E11 und eine Tangente t an Hyp. Der Kreis C beriihrt beide Tangenten. Sein Mittel-
punkt liegt oberhalb von S;. Weiterhin ist er flichengleich mit der Ellipse E11. Geben Sie
die Kreisgleichung fiir C an !

Losung:
1) Da Fc=nr? und Fggy=mab, mussr = Vab gelten.
i) Der Betrag der Steigungen der beiden Tangenten ist gleich (siehe oben), also muss

XM = Xs gelten.



iii) Wenn P der Beriihrpunkt des Kreises C an tg ist, so steht PM senkrecht auf tg. Be-
zeichnen wir den Steigungswinkel von tg mit ag, so ergibt sich yum z.B. durch

~ 17.7571805 und

Anwendung elementarer Trigonometrie zu y,, =ys +

) X — XS ?
damit C: ([ D =80 .
y—ys

cosa

11. Bestimmen Sie das Flachenmal} der Flache zwischen E11 und Hyp !

Losung:

Xs 10
F=4( [ hyp(x)dx + [ ell(x)dx ]=64.1805444
5

X5

12. Wenn beide Kurven um die y-Achse rotieren, so bilden die Flichen zwischen E11 und

Hyp eine Art Ring mit Graten. Welches Volumen weist dieser auf ?
Losung:

Anwendung der Idee, die zur Volumenformel des Torus gefiihrt hat, liefert

Vs 2 Vs 2
V=2n IlOO(l—y—]dy—IZS(y——ljdy =3078.12
) 64 ) 726

Unterrichtsgang

Die Aufgabe entstammt dem 3. Semester, in dem die Gebiete Lineare Algebra und Analysis
tiber die Kegelschnitte verbunden wurden. Der Unterrichtsgang hatte folgende Schwerpunkte:

Kreis als geometrisches Gebilde; Kreis unter der Sicht der Vektor-Algebra
Kugel als geometrisches Gebilde; Kugel unter der Sicht der Vektor-Algebra

Analytische (funktionale) Darstellung des Kreises; Verschiebungen; Steigung der Kreis-
funktion; Volumina von Kugeln, Tori etc (Wiederholung der Volumenintegrale).

Tangenten, Sekanten; Tangentialebenen, Schnittebenen
Reguldre Kegelschnitte allgemein

Ellipse: Definition, analytische Darstellung, Konstruktion, Verwandtschaft zum Kreis;
Tangenten

Hyperbel: Definition, analytische Darstellung, Konstruktion, Verwandtschaft zur Ellipse;
Tangenten

Kegelschnitte in Polardarstellung, Bedeutung von Bahnparameter und Exzentrizitit;
r(¢) — Funktion von Kreis und Ellipse; Parametrisierung dieser Funktion (Ausblick auf

Planetenbewegungen)
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7. Beispiel — Grundkurs — Verbindung Lineare Algebra & Analysis

Vier Tiirme

Der Fiirst Architektos eroberte mit seinen drei S6hnen eine
Stadt, an deren vier Ecken vier gleiche Tiirme standen. Es
waren vier senkrechte quadratische Sdulen mit der Grundseite
8 m und der Hohe 40 m.

Zum Zeichen des Sieges sollten die Tiirme verdndert werden.
Und zwar sollte jeder der S6hne einen Turm umgestalten. Die-
se Turme sollten allerdings einander dhnlich bleiben: Jeweils
von den Verbindungsstrecken benachbarter Seitenmitten aus-
gehend sollten vier gleichgroBe Ecken abgeschnitten und so
auf das verbliebene Dachquadrat aufgesetzt werden, dass das
neue Turmdach aus vier an der Spitze zusammenlaufenden
Rhomben besteht.

Der ilteste Sohn sollte so umbauen, dass die Gesamtauf3en-
fliche des Turmes gleich blieb.

Der mittlere Sohn sollte so umbauen, dass die Gesamtaul3en-
fliche des Turms moglichst klein wird.

Der jiingste Sohn sollte so umbauen, dass benachbarte Seiten-
flichen den gleichen Winkel miteinander einschlieen wie die
Seitenmauern mit den Dachflachen.

Geben Sie fiir alle drei umgebauten Tiirme die Gesamthdhe an — und auch den Wert der den
jeweiligen Turm bestimmenden Grofe.
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Losungen

Da insgesamt jeweils nach der Hohe gefragt ist, scheint es sinnvoll, bei jeder der Teilaufgaben
als zu bestimmende GrofBe eine HohengroBe zu wihlen, am sinnvollsten, dazu die Hohendif-
ferenz gegeniiber der Ausgangshéhe zu nehmen.

Diese Hohendifferenz sei des Weiteren mit /i bezeichnet; die weite-
ren Bezeichnungen und sofort ersichtlichen Werte konnen der
Skizze entnommen werden; des Weiteren mogen alle Langenwerte

von nun an in Meter gerechnet sein. ll

Altester Sohn om

(Niveau I) Die Gesamtfldche des libernommenen Turms ist £, =4-40-8+8-8=1344 . Diese
FlachengroBe soll erhalten bleiben.

Die Fléache der vier Rauten zusammen ergibt sich aus
Fo(h)=4-2-0.5-42 b ;

die Flachenhohe b bestimmt sich mit Hilfe des Satzes des Pythagoras zu
b=~8+h*.

Damit ist Fo.(h)=16-416 +2h?

Die Seitenfldchen vermindern sich gegeniiber dem urspriinglichen Zustand um einen Streifen
der Breite 4/2; ihre Fldche ist damit

Fo(h)=4-8-(40—h/2) =1280—-16Ah .
Damit ergibt sich fiir die gesamte Fldche in Abhéngigkeit von 4:

(1) F(h)=1280—16h +16:/16 + 2/

(Niveau II) Gleichsetzen der alten Fliche mit F(h) liefert eine quadratische Gleichung mit
den beiden Losungen /; = Om (was nicht verwundert) und 4, = 8m.
Der Turm des dltesten Sohnes wird also um acht Meter erhoht.

Mittlerer Sohn

(Niveau I) Fiir diesen Teil wird die Formel (1) weiter verwendet. Da die Flache minimal
sein soll, muss die erste Ableitung der F(h)-Funktion auf Nullstellen untersucht werden; eine
fallende Durchgangsnullstelle in F (%) ist ein Minimum der Fldchenfunktion.

) F'(h) =% (25— 16+ 21%) (Niveau II)

Die notwendige Extremalbedingung F'(h,)=0 liefert
16+2h; =4h; und damit — nur der positive Wert von 4z macht hier
Sinn —
(3) h, =22
Durch Einsetzen von z.B. 2 =2 und 4 = 3 in (2) liberzeugt man sich, dass F ‘() bei hg eine

fallende Durchgangsnullstelle aufweist. (Eine solche kurze Priifung ist Niveau III; eine ldnge-
re, formalere Uberpriifung wiire Niveau II.)
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Der Turm des mittleren Sohnes wird also um 2V2 m erhoht, die minimale Fliche betrigt
1325.25 m2.

Jiingster Sohn

(Niveau II) Da es hier um Winkelbestimmung zwischen ebenen Flichen geht, werden die
Methoden der Linearen Algebra verwendet.

Aus Symmetriegriinden miissen nur drei ebene Flidchen betrachtet werden — zwei Rautenflé-
chen und eine Seitenfldche.

Legen wir das Koordinatensystem so, dass der Ursprung in der Spitze des Turms liegt und die
Turmseiten parallel zur x-z-Ebene bzw. zur y-z-Ebene liegen.

Dann kann man die Richtungsvektoren fiir die Rautenebenen bequem in Richtung der Dach-
kanten legen; die Seitenfldchenebene ist ohnehin einfach zu bestimmen.

(Niveau II) Es ergibt sich in Punkt-Richtungsform

4 0 4 0
Rau,=x|x=A 0 |+p| 4 | A,peR{;Rau,=x|x=A 0 |+u/—4[AuneR;
A —h —h —h
“4)
X
Sei=3| y ||x =4
z

Es ist sinnvoll, auch die beiden Rautenflachen in Parameterform darzustellen:

X X
(5) Rau,=<| y || hx+hy+4z=0p;Rau2=<| y || hx—hy +4z=0
z z

Daraus bestimmen sich sofort die Normalenvektoren der drei Ebenen:

h h 4
(6) N =|h|sng=|—h|;ng=0
4 4 0

Die Winkel zwischen den Ebenen und die Winkel zwischen ihren Normalenvektoren ergin-
zen sich jeweils zu 180°; wenn die Winkel zwischen je zwei Ebenen gleich sein sollen,
miissen sie auch je zwischen ihren Normalenvektoren gleich sein.
(Diese Kurzform ist wieder Niveau III) Wenn Winkel gleich sind, sind ihre Cosinus-Werte
auch gleich, und im hier betrachteten Bereich zwischen 0° und 180° gilt auch die Umkehrung.
Also geniigt es, mit Hilfe der bekannten Beziehung

a-b

b

(7) cosa =

a

die beiden Cosinuswerte gleichzusetzen:

_— —

Np -1 16 Mg 1 4h
(8)  cos/Rau,,Rau,=—2—%= cos ZRau,,Sei=—2—5_=
", -‘nm‘ 2h%+16 ny|-lng| 4207 +16

(Niveau II) Dies fiihrt zu einer biquadratischen Gleichung in 4, deren einzige Losung

)  h=22 ist.

Riickeinsetzen in (8) fiihrt zum einem Winkel zwischen den Ebenen von 120°.
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Auch der Turm des jiingsten Sohnes wird also um 22 m erhéht, die Flichen stoBen unter einem
Winkel von 120° aneinander.

Bemerkungen

e Diese Aufgabe entstammt dem Abiturjahrgang 1999 des Gymnasiums Kaiser-Friedrich-
Ufer.

Unterrichtsgang

Der Unterrichtsgang im Verbindungssemester legte besonderen Wert auf die rdumliche An-

schauung von eben begrenzten Kdrpern (also Polyedern).

Von solchen Polyedern wurden zwei Klassen betrachtet:

e Regulire Polyeder (auch wegen ihrer Asthetik und der Méglichkeit, sie aus Geometrie-
baukésten darzustellen),

e und Polyeder, die in der Praxis — z.B. bei Bauten — auftreten. Die Aufgabe entstammt er-
sichtlich der zweiten Klasse.

An diesen Polyedern wurde die Anwendung der im 2. Semester gewonnenen Vorstellungen

und Formeln von Ebenen, ihrer Beschreibung und ihrer gegenseitigen Lage geiibt.

Zugleich boten solche Polyeder die Moglichkeit, ihre Form oder Gréfe nach gewissen Bedin-

gungen hin zu optimieren — also analytische Methoden anzuwenden — , und sie boten auch die

Moglichkeit, elementargeometrische und stereometrische Inhalte aus der Mittelstufe wieder

aufzugreifen und mit Sinn zu erfiillen.
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8. Beispiel — Grundkurs — Verbindung Lineare Algebra & Analysis

Steuerreform

Am 23.1.1997 wurde der Offentlichkeit vom damaligen Bundesfinanzminister ein Konzept
fiir eine mdgliche Steuerreform im Bereich der Einkommenssteuer vorgestellt. Das — fiir diese
Aufgabe interessante — Kernstiick ist ein neuer Steuertarif.

Dieser Steuertarif fiir Alleinstehende wird so beschrieben (siche z.B. Frankfurter Rundschau
vom 24.1.97, S.5):

e Der Grundfreibetrag liegt bei 13014 DM. (Dieser ist steuerfrei.).

e Der darauf folgende Betrag bis zur Grenze von 18035 DM wird gleichméBig mit 15%
besteuert.

e Fiir den Bereich von 18035 DM bis 90017 DM ist ein linear wachsender Tarif vorgese-
hen, der an der unteren Grenze mit 22.5% beginnt und an der oberen Grenze mit 39%
endet.

e Diese 39% Steuersatz sind zugleich der Spitzensteuersatz. Er gilt fiir alle Einkiinfte ober-
halb von 90017 DM.

1. Fertigen Sie aus diesen Angaben ein mdglichst sorgfiltiges Diagramm des Steuersatzes in
Abhingigkeit vom Einkommen an.

2. Fiir Steuerzahler und Finanzamt interessant ist die Funktion s¢, die zu jedem steuerpflich-
tigen Einkommen E die zugehorige Jahreseinkommenssteuer s¢(E) (in DM) angibt.

Begriinden Sie, warum der Graph, den Sie in Aufgabenteil 1 hergestellt haben, nicht der
Graph der Funktion st ist.

Bestimmen Sie aus den vorliegenden Angaben (mit einer sinnvollen Interpretation) die
Steuerfunktion st.

(Hinweis: Rechnen Sie zundchst mit voller Taschenrechnergenauigkeit. Geben Sie
dann die Koeffizienten in st so an, dass eine auf Pfennige genaue Steuer abgelesen
werden kann.)

Stellen Sie auch st als Graph dar.

Beschreiben Sie den mathematischen und den inhaltlichen Zusammenhang zwischen der
Funktion st und der Funktion, dessen Graphen Sie in Aufgabenteil 1 hergestellt haben.

3. Bestimmen Sie schlieflich — sozusagen als Steuerberater-Gehilfe — die nach dieser neuen
Steuerfunktion anfallenden Jahressteuern bei Jahreseinkommen von

a) 17450 DM
b) 62000 DM
c) 104000 DM

Geben Sie in den drei Féllen auch jeweils den Durchschnitts- und den Grenzsteuersatz an.
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Losungen

l.

Sei die Steuersatzfunktion mit dem Symbol pro bezeichnet.
pro ist eine stiickweise definierte Funktion:

pro,(E)=0% fiir E <13014DM
pro,(E)=15% fiir13014DM < E <18035DM
pro,(E)=(aE +b)% fiir18035DM < E <90017DM
pro,(E)=39% fiir90017DM < E

Der lineare Term in pro; lisst sich aus den beiden Randpunkten (18035 DM | 22.5% ) und
(90017 DM | 39% ) bestimmen. Es ergibt sich
a=2.29223973-10" % /DM und b= 18.3639 %.

pro(E)=

Der Graph hat folgendes Aussehen:
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Die Funktion s¢ ist eine Stammfunktion zu pro, und zwar die Stammfunktion, die die
Randbedingung s#(0) = 0 erfiillt und in ihren Teilen sprunglos aneinanderpasst. Dies ist
auch mathematisch einzusehen, da die Steuerschuld durch die Flache unterhalb des pro-
Graphen représentiert wird.

Da pro stiickweise stetig (und damit stiickweise integrabel) ist, gibt es st.

Inhaltlich ist die Dimension von st DM, der Wert von pro muss also noch mit der Einheit
der x-Achse multipliziert werden.

st 1asst sich am besten stiickweise konstruieren:

1) Fiir E < 13014 DM st s¢,(E) = 0.

i) Fiir 13014 DM < E < 18035 DM ist st2(E) = 0.15 (E - 13014DM ) .

i) Im dritten Bereich kann man die Steuerschuld als Flidche berechnen. Die Flache ist
ein Trapez mit der unteren Kante (E — 18035 DM) und der mittleren Hohe
(pro(E) + 22.5%)/2. Dazu ist die Steuerschuld aus dem vorigen Bereich zu addie-
ren. Dies ergibt st,(E)=0.5(E —18035DM )(aE + b +0.225) + s¢,(18035) .

1v) Dies ist wieder einfach: sz,(x)=0.39(£ —90017DM ) + st,(90017DM)

Der Graph hat folgendes Aussehen:
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Mit den gegebenen Funktionen lassen sich die drei Werte bestimmen:

a) 17540 DM liegt im Bereich 2. Also s#(17540DM) = 678.90 DM. Der Spitzensteuersatz
betragt 15%, der Durchschnittssteuersatz 3.87 %.

b) 62000 DM liegt im Bereich 3. Also sz (62000 DM) = 12860.60 DM. Der Spitzensteu-
ersatz betragt pro3(62000 DM) = 32.58 %, der Durchschnittssteuersatz liegt bei 20.74
%.

c) 104000 DM liegt im Bereich 4. Also st (104000 DM) = 28341 DM. Der Spitzensteu-
ersatz betrdgt 39 %, der Durchschnittssteuersatz liegt bei 27.25 %.

Bemerkungen

Diese Aufgabe entspricht in Struktur und Inhalt einer Aufgabe von H. Zimmermann aus
dem Abiturjahrgang 1998.

Das Thema — und die Aufgabe — eignen sich ebenso fiir einen Unterricht, der nicht auf der
Verwendung eines Taschenrechners autbaut, sondern ein Tabellenkalkulationsprogramm
oder ein CAA-Programm verwendet. (Hier wurden Graphiken und Werte mit
MATHEMATICA erzeugt). Da die wesentlichen Tétigkeiten bei dieser Aufgabe ordnender
und strukturierender Art sind, wiirde das Programm lediglich Rechnungen und Graphiker-
zeugung iibernehmen.

Unterrichtsgang

Der Schwerpunkt dieses Verbindungssemesters lag in der mathematischen Modellierung von
Situationen, vor allen solchen, bei denen die funktionale Beschreibung nur durch stiickweise

definierte Funktionen geschehen kann.

Solche stiickweise definierten Funktionen wurden beziiglich ihrer Ableitung, vor allem aber
beziiglich ihrer Stammfunktionen betrachtet; wesentlich war hierbei das mathematische Pro-
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blem, wie man die Stiicke durch geeignete oder geschickte Wahl ihrer Parameter so aneinan-
derlegen kann, dass sie glatt — wenn auch nicht knicklos — ineinander iibergehen.

(Die Frage nach dem knicklosen Ubergang wurde nur vergleichsweise kurz an ganzrationalen
Funktionen besprochen.)

Verstindlicherweise sind auch die Grundziige und die Begrifflichkeit der Steuertarife Unter-
richtsgegenstand gewesen; so sind der gegenwiértige Steuertarif und ein radikal
vereinfachender (Uldall-Modell) intensiv besprochen worden.
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9. Beispiel — Grundkurs — Verbindung und Vertiefung von Analysis und
Geometrie (Kugelgeometrie)

Weltreise

1. Erklaren Sie die Koordinaten auf einer Kugel. Erkldren Sie dabei auch den prinzipiellen
Unterschied zu Koordinaten in der Ebene.

2. Die drei stidamerikanischen Orte Panama (P), Recife (R) und Kap Hoorn (H) haben (né-
herungsweise) die Koordinaten P =(1=79°30° W;b=9°N); R=(35°W; 8°S);
H=(67°W; 66°S) . Bestimmen Sie mit diesen Koordinaten und einem Erdradius von
re = 6370 km die Ortsdistanzen zwischen den drei Orten!

3. Die drei erwdhnten Orte bilden ein Kugeldreieck, das ganz grob die Flache von Siidame-
rika anndhert. Bestimmen Sie seine Fldche!

4. Drei Flugzeuge starten am 5. Februar morgens um 8 Uhr Ortszeit in Montevideo:
M = (56° W; 35° S ). Alle drei Maschinen haben als Flugziel Adelaide (A) in Australien;
diese Stadt hat die Koordinaten A = (138° E; 35° S)

a) Flugzeug I fliegt die gesamte Flugzeit iiber nach Osten.
b) Flugzeug II fliegt die gesamte Flugzeit iiber nach Westen.
¢) Flugzeug I1I fliegt auf einem GroBkreis.

Wann landen die Flugzeuge jeweils nach Adelaider Ortszeit, wenn Sie annehmen, dass sie
alle drei immer mit 800 km/h unterwegs sind? Man muss dazu wissen: Montevideo hat
GMT - 4h, Adelaide hat GMT + 8h.

5. In Adelaide — bekanntermal3en eine Hafenstadt — steigt ein Hubschrauber auf. Wie weit
kann man aus 500m Hohe (iiber dem Meer) schauen, also: Wie weit ist aus dieser Entfer-
nung der Meereshorizont entfernt?

Wenn man in 11.2 km Hoéhe im Flugzeug Adelaide iiberfliegt, welche Werte ergeben sich
dann fiir Sichtweite und Horizontentfernung?
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Losungen

1.

(Niveau II) Im Gegensatz zur Ebene ldsst sich die Kugel nicht singularititenfrei mit ei-
nem Koordinatensystem versehen (man denke an die Poincaré-Abbildung, die zeigt, dass
die Kugel ohne einen Punkt zur Ebene homdomorph ist). Im Allgemeinen wird die Kugel
allerdings nicht gemdf3 der Poincaré-Abbildung mit Koordinaten versehen, sondern mit
Linge und Breite (bzw. mit Azimuth und Elevation oder mit Rektaszension und Deklina-
tion), und diese Koordinatensysteme geben zwei Punkten, den Polen, je nur eine
Koordinate (die Breite) und einem halben GroBkreis einen doppelten Wert. Im Fall der
Erde ist das 180° E = 180° W, also i. W. die Datumsgrenze. (Darstellung der Poincaré-
Abbildung: Niveau III)

(Niveau I) Alle drei geforderten Seiten lassen sich als Seiten je eines Polardreiecks auf-
fassen und dann mit dem Seitencosinussatz berechnen, z.B. mit ¢ = PR:

cosc=cosbh, -cosb, +sinb, -sinb, -cos({/, —1,).

Es ergeben sich — nach Multiplikation mit dem Erdradius —

dis(PR) = 5278 km

dis(RH) = 6898 km

dis(HP) = 8401 km

(Niveau II) Der Flacheninhalt eines Kugeldreiecks bestimmt sich mit Hilfe des sphéri-
schen Exzesses e=a+pB+y—-7m zu A=¢r2
Um die drei Eckwinkel zu bestimmen, kann man den Seitencosinussatz nach dem Eck-
winkel aufldsen (auch eine Verwendung der Halbwinkelsétze ist moglich):

cosc —cosacosb

cosy= - :
sinasinb

Es ergeben sich die Winkel

p=65.126°

r=95.949°

h=49.198°.

(Niveau II) Daraus ergibt sich die Flidche des Kugeldreiecks zu A = 21 440 000 km?.

(Niveau I) Die Flugzeuge I und II fliegen beide auf demselben Breitenkreis. Die Flug-
strecke berechnet sich dann zu f'=r, cosb- #AZ

Flugzeug I fliegt somit 17668 km und ist damit 22 h 5 min unterwegs. Es landet also am
6. Februar 06:05 h Ortszeit M. Da A 12 Stunden weiter in der Zeit ist, landet es in A am
6. Februar 18:05 h Ortszeit A.

(Niveau II) Flugzeug II fliegt somit 15118 km und ist damit 18 h 54 min unterwegs. Es
landet also am 6. Februar 04:54 h Ortszeit M. Da A 12 Stunden in der Zeit zuriick ist, die
Passagiere aber — im Gegensatz zu denen in Flugzeug I — einmal die Datumsgrenze {iber-
flogen haben, so dass ihr Kalender einen Tag vorangestellt wurde, ist der
Zeitverschiebungseffekt netto wieder +12 Stunden. Also landet dieses Flugzeug in A am
6. Februar 16:54 h Ortszeit A.

(Der Datumswechsel geschah nach 14 h 7 min Flugzeit im Flugzeug, bei mitlaufender M-
Ortszeit also um 22:07 h. - Niveau III)
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(Niveau I) Flugzeug III hingegen fliegt aus einem GroBkreis, dessen Lange sich wieder
mit dem Seitencosinussatz aus dem Polardreieck bestimmen ldsst. Die Flugstrecke — {ib-
rigens westwérts — betragt 12095 km und die Flugzeit 15 h 7 min. (Niveau II) Mit den
oben erwidhnten Argumenten ergibt sich eine Adelaider Landezeit von 01:07 h am 6. Fe-
bruar.

(Niveau III - Das Flugzeug wiirde iibrigens bis etwa 80° S fliegen, was eher unrealistisch
ist.)

(Niveau II) Dieser Teil ldsst sich mit ebener Trigonometrie 16sen:

sichtweite=./(ry, + h)* —1,>

. (SichtweiteJ

horizontentfernung =r,, - arctan| ———
rE

Die Zahlen ergeben sich fiir den Hubschrauber zu sichtweite = 79.813 km, horizontent-
fernung = 79.810 m. (Niveau III) Die Unterschiede sollten nicht tibergewichtet werden —
vor allem in Anbetracht der Genauigkeit der gegebenen Zahlen und der Situation ist die
Antwort ,,Man kann 80 km weit auf das Meer blicken* wesentlich sinnvoller.
(Niveau II) Beim Stratosphirenflugzeug ist die Sichtweite 377.9 km, dort ist der Hori-

zont 377.5 km entfernt. Auch hier ist also die Differenz eher unbedeutend.

Bemerkung

Diese Aufgabe basiert auf einer Aufgabe von Th. Nohr aus dem Jahrgang 2001.

Unterrichtsgang

Der Unterricht in diesem Verbindungssemester hat als Hauptinhalt die Sphdrische Trigono-
metrie mit der Anwendung des Zurechtfindens auf der Erde.

Schwerpunkte sind
1. Kugelkoordinaten mit den Unterpunkten

Erinnerung an die Mdglichkeiten, die Ebene mit Koordinaten zu versehen;

die Betonung der Erfahrung, dass auf der Kugel auch zwei Koordinatenangeben reichen;
die Frage nach den moglichen Koordinatensystemen auf der Kugel, verbunden mit der
Untersuchung, ob Kugel und Ebene aufeinander homéomorph abbildbar sind;

die Einflihrung der {iblichen Kugelkoordinaten.

2. GroB3kreise und Kleinkreise und der Entfernungsbegriff

3. Kugeldreiecke mit den Unterpunkten

Sinussatz
Seitencosinussatz
Winkelcosinussatz

Flache von Kugeldreiecken

4. Koordinaten auf der Erde mit den Unterpunkten
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Zeitzonen und Datumsgrenze
Flugrouten
Start- und Landekurse bei loxodromem Flug



In allen diesen Punkten ist sowohl die Riickbesinnung an die Geometrie und an die Winkel-
funktionen vertreten wie auch durch die Betonung von Entsprechungen und Unterschieden
die (ebene) Geometrie und damit die Lineare Algebra.
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10. Beispiel — Grundkurs — Verbindung Analysis & Lineare Algebra/Geo-
metrie

Vier Kifer verfolgen sich

Vier mathematische Kéfer sitzen auf den Eckpunkten eines Quadrats mit der Seitenlédnge 4.
Sie beginnen gleichzeitig mit gleicher und konstanter Geschwindigkeit loszulaufen. Die
Richtung, in der jeder Kifer l4uft, ist dabei die Richtung, in der sich jeweils der im Uhrzei-
gersinn niachste Kéfer befindet.

Welche Bahnen erzeugen die Kéfer?

1. Ldsen Sie dieses Problem, indem Sie mit Hilfe von EXCEL ein Differenzenverfahren auf-
bauen und durchfiihren.
Es scheint dabei sinnvoll, die Startpunkte symmetrisch zum Ursprung anzuordnen.

Ihre Losung muss enthalten:

die Angabe des Differenzencodes;

eine ausfiihrliche Begriindung fiir Ihr Vorgehen;

die EXCEL-Tabelle als File;

ein EXCEL-Diagramm, das die geforderten Bahnen sichtbar macht.

2. Bestimmen Sie des Weiteren in einer zusdtzlichen Spalte Ihrer Tabelle den jeweiligen
Winkel zwischen der Kurve und der Verbindung der Kurve zum Ursprung. Was stellen
Sie fest?

3. Was passiert, wenn Sie die Schrittweite Thres Differenzencodes dndern?
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Losungen

1. (Niveau I) Die vier Startpunkte mogen (2;2);(-2;2);(-2;-2)und (2;-2) sein.
Jeder Punkt bekommt fiir seine Koordinaten zwei Spalten (siche Tabelle).
In einem Rechenschritt des Differenzencodes bewegt sich jeder Punkt um die voreinge-
stellte Lange ds (hier abgelegt unter $B$1).
(Niveau II) Die Richtung seiner Bewegung ist die Richtung auf den Nachbarpunkt — also
ist der Richtungsvektor in jeder Komponente die Differenz der Koordinaten zum Nach-
barpunkt. Die Bewegungsweite ist ds mal dem normierten Richtungsvektor.
(Niveau II) Zum Normieren wird der Abstand zweier Punkte benotigt; da alle Punkte
denselben Abstand aufweisen, braucht er nur einmal bestimmt zu werden. Der Abstand
steht unter dis(P1,P2) in Spalte I und hat das Spaltenkommando

Ii= WURZEL((Ci-Ai)/\2+(Di-Bi)/\2)

Mit diesem Abstand kdnnen dann die neuen Koordinaten der Punkte im néchsten Schritt
bestimmt werden. Dies ergibt, z.B. fiir den Punkt P1, die beiden Spaltenkommandos (fiir
die x- und die y-Koordinate):

A1 = Ai+$BS$1 *(Ci-Ai)/$Ii und B =B+$B$1 *(Di-Bi)/$Ii

Beim vierten Punkt muss der Bezug auf die entsprechenden Spalten angepasst werden.
(Niveau I) Dann kann die Tabelle durch ,,Ziehen* vervollstindigt werden.

(Niveau II) Das Ende der Berechnung ist praktisch dann erreicht, wenn die Punkte im-
mer wieder erreicht werden (das geschieht dann, wenn ihr Nullpunktsabstand mit ds

vergleichbar wird). In dieser Rechnung geschieht dies etwa ab dem 200. Schritt.

Die folgende Tabelle zeigt den Beginn der Rechnungen.

A B C D E F G H I J
ds= [ 0,020
x1 yl x2 y2 x3 y3 x4 y4 |dis(P1,P2)| phi
2,000 | 2,000 {-2,000 | 2,000 |-2,000 |-2,000| 2,000 |-2,000| 4,000
1,980 | 2,000 |-2,000 | 1,980 |-1,980 |-2,000 | 2,000 |-1,980| 3,980 | 45,144
1,960 | 2,000 |-2,000 | 1,960 |-1,960 |-2,000 | 2,000 |-1,960 | 3,960 | 45,145
1,940 | 2,000 |-2,000 | 1,940 |-1,940|-2,000 | 2,000 |-1,940 | 3,940 | 45,145
1,920 | 1,999 [-1,999 | 1,920 |-1,920|-1,999 | 1,999 |-1,920| 3,920 | 45,146
1,900 | 1,999 [-1,999 | 1,900 |-1,900 |-1,999 | 1,999 |-1,900 | 3,900 | 45,147
1,880 | 1,998 |-1,998 | 1,880 |-1,880|-1,998 | 1,998 |-1,880| 3,880 | 45,148
1,860 | 1,998 |-1,998 | 1,860 |-1,860|-1,998 | 1,998 |-1,860| 3,860 | 45,148
1,840 | 1,997 |-1,997| 1,840 |-1,840[-1,997 | 1,997 |-1,840 | 3,840 | 45,149
1,820 | 1,996 |-1,996 | 1,820 |-1,820|-1,996 | 1,996 | -1,820| 3,820 | 45,150
1,800 | 1,995 |-1,995]| 1,800 |-1,800 |-1,995| 1,995 |-1,800 | 3,801 45,151
1,780 | 1,994 |-1,994 | 1,780 |-1,780|-1,994 | 1,994 |-1,780| 3,781 45,152
1,760 | 1,993 |-1,993 | 1,760 |-1,760 |-1,993 | 1,993 |-1,760 | 3,761 45,152
1,740 | 1,992 [-1,992 | 1,740 |-1,740 |-1,992 | 1,992 |-1,740 | 3,741 45,153
1,720 | 1,991 |-1,991 | 1,720 | -1,720 |-1,991 | 1,991 |-1,720| 3,721 45,154
1,700 | 1,989 |-1,989 | 1,700 |-1,700 |-1,989 | 1,989 |-1,700 | 3,701 45,155
1,680 | 1,988 |-1,988 | 1,680 |-1,680|-1,988 | 1,988 |-1,680| 3,681 45,156
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A B C D E F G H I J
ds= | 0,020
x1 yl x2 y2 x3 y3 x4 y4 |dis(P1,P2)| phi
1,660 | 1,986 | -1,986 | 1,660 | -1,660 |-1,986| 1,986 |-1,660| 3,661 45,157
1,640 | 1,984 |-1,984 | 1,640 |-1,640|-1,984 | 1,984 |-1,640| 3,641 45,157
1,621 | 1,982 |-1,982 | 1,621 |-1,621|-1,982| 1,982 |-1,621| 3,621 45,158
1,601 | 1,980 |-1,980| 1,601 |-1,601|-1,980| 1,980 |-1,601 | 3,601 45,159
1,581 | 1,978 |-1,978 | 1,581 |-1,581|-1,978 | 1,978 |-1,581| 3,581 45,160
1,561 | 1,976 |-1,976 | 1,561 |-1,561|-1,976| 1,976 |-1,561 | 3,561 45,161
1,541 | 1,974 |-1,974 | 1,541 |-1,541|-1,974| 1,974 |-1,541| 3,541 45,162
1,521 | 1,971 |-1,971 | 1,521 | -1,521|-1,971 | 1,971 |-1,521 | 3,521 45,163
1,501 | 1,969 |-1,969 | 1,501 |-1,501]-1,969 | 1,969 |-1,501| 3,501 45,164
1,482 | 1,966 |-1,966 | 1,482 |-1,482|-1,966| 1,966 |-1,482| 3,481 45,165
1,462 | 1,963 |-1,963 | 1,462 | -1,462 |-1,963 | 1,963 |-1,462| 3,461 45,166
1,442 | 1,960 |-1,960 | 1,442 |-1,442|-1,960 | 1,960 |-1,442| 3,442 | 45,166
1,422 | 1,957 |-1,957 | 1,422 | -1,422|-1,957 | 1,957 |-1,422| 3,422 | 45,167
1,402 | 1,954 |-1,954| 1,402 |-1,402|-1,954| 1,954 |-1,402| 3,402 45,168
1,383 | 1,951 |-1,951| 1,383 | -1,383 |-1,951 | 1,951 |-1,383 | 3,382 | 45,169
1,363 | 1,948 |-1,948 | 1,363 | -1,363 |-1,948 | 1,948 |-1,363 | 3,362 45,170
1,343 | 1,944 |-1,944 | 1,343 |-1,343 |-1,944 | 1,944 |-1,343 | 3,342 | 45,171
1,324 | 1,940 |-1,940 | 1,324 | -1,324|-1,940| 1,940 |-1,324 | 3,322 45,172
1,304 | 1,937 |-1,937 | 1,304 | -1,304 | -1,937 | 1,937 |-1,304| 3,302 45,174
1,284 | 1,933 |-1,933| 1,284 | -1,284|-1,933 | 1,933 |-1,284| 3,282 | 45,175
1,265 | 1,929 |-1,929 | 1,265 |-1,265|-1,929 | 1,929 |-1,265| 3,262 45,176
Kurve vom Kafer (2;2)
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(Niveau II) Das Diagramm zeigt die Bahn des Kéfers, der in ( 2 ; 2 ) beginnt.




2.

(Niveau I) Der Winkel lésst sich berechnen {iber den Cosinus zwischen dem Ortsvektor
des Punkts und dem Tangentenvektor.

(Niveau II) Letzterer steht ndherungsweise als Verbindung dieses und des vorigen
Punkts zur Verfiigung; (Niveau III) noch besser ist es, den Tangentenvektor als Verbin-
dung des letzten und des nichsten Punkts zu nihern.

- —

(Niveau I) Den Winkel erhélt man iiber o= arccos% .
r p‘

(Niveau II) Das entsprechende Spaltenkommando lautet

J; = 180/PI()*ARCCOS((-A*(A:1-Ap1)-Bi*(Bis1-Biy))/
(WURZEL(A/2+B;2)*WURZEL((A;+1-A1.1 " 2+(Bi:1-B1.1)"2)))

Die Ergebnisse stehen in Spalte J, und man sieht, dass der Winkel ndherungsweise 45°
betragt und konstant ist. (Niveau III) Es ist also zu vermuten, dass die Spirale Linien
gleichen Abstands vom Zentrum (also Kreise) immer unter dem konstanten Winkel 45°
schneidet.

(Niveau II) Wenn die Schrittweite verkleinert wird, dndert sich am Ergebnis nichts We-
sentliches. Natiirlich werden mehr Schritte benotigt. (Niveau II) Der Winkel ist ndher an
45°. (Niveau III) Das Einmiinden in periodische Werte in der Ndhe des Ursprungs ge-
schieht spiter.

Bemerkungen

Diese Aufgabe entstammt einem Aufsatz von K. Strick, Leverkusen [MNU 53/8 (2000),
467]

Eine Anordnung der Startpunkte auf den Achsen ist nach der Aufgabenstellung ebenso
moglich.

Dieser Kurventyp - Archimedische Spirale — und auch logarithmische Spiralen ist nicht
Unterrichtsgegenstand gewesen.

Unterrichtsgang

Das Thema des 3. Semesters als Verbindung von Linearer Algebra und Analysis ist die Dar-
stellung von komplexeren Abldufen und Funktionen auf lokale Weise, also durch
Differenzenverfahren. Das Wesen dieses Verfahrens ist die Linearisierung von Kurven, wes-
wegen das Wissen um Richtungen und Richtungsvektoren sinnvoll angewendet werden kann.
Als Problemstellungen werden Aufgaben gewéhlt, die sich gut in der Ebene darstellen lassen.

Methodisch wird das Tabellenkalkulationsprogramms EXCEL verwendet, das sich auf Grund
seiner Struktur fiir diese Arbeiten hervorragend eignet und zugleich eine gute Auswahl mogli-
cher graphischer Darstellungen zur Verfiigung stellt.

Der Unterricht hatte folgende Schwerpunkte:

Schwerpunkt Funktionen, Tangenten, Winkel
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Darstellung des Verlaufs einer Funktion ,,aus der Kenntnis ihres lokalen Verhaltens* (also
unter Verwendung der Ableitung)

Veranschaulichung der Idee der Differentialgleichung

Tangenten in der Ebene als Vektoren

Wiederholung Winkel zwischen Vektoren

Schwerpunkt Umgang mit EXCEL

Feste und variable Zellennamen
Spaltenkommandos (drag und drop)
Funktionen

Graphische Darstellungen

Schwerpunkt Differenzenverfahren
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Problemstellung
Auflosung einer kontinuierlichen Funktion / eines kontinuierlichen Vorgangs in Einzel-
schritte unter Verwendung der Anderung der Funktion zur Bestimmung der ,,neuen‘
Werte
Ubung an:

-Flugkurven mit und ohne Luftwiderstand

-Lineare Bewegung von einem rotierenden Koordinatensystem aus

-Darstellung einer Traktrix

-Darstellung eines kartesischen Blatts
Beobachtung der Folgen der Wahl der Schrittweite



11. Beispiel - Leistungskurs — Vektor-Analysis

Ein Dach aus einer Funktion

Gegeben ist die rechtwinklige Grundfliche F = {(x, V)| -3<x<3A-2<y< 2}

Auf dieser Menge von Zahlenpaaren
ist die Funktion f definiert durch

1
f(x,y)=81—zx4y2 :

Im Folgenden wird die Flache, die

durch f1iber F aufgepannt wird, als
DACH bezeichnet.

Die Ansichten zeigen dieses DACH
als 3D-Darstellung, unten mit stark
verkiirzter f(x,y)-Achse:

fH:
fHx, yL

fHx, yo

1. Zeigen Sie, dass das DACH mit seinen ,,Fu3spitzen‘ tatsdchlich auf der x-y-Ebene an den
Eckpunkten von F steht.

2. Eine zur Grundfldche F parallele Ebene C(h) hat iiber F’ die Hohe h. Ersichtlich schneidet
C(h) das DACH, solange 0 <h <81 gilt. Bestimmen Sie die Gleichungen der Schnittkur-
ven, als Funktionen y. (x) aufgefasst, in Abhéngigkeit von h!
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3. Der Punkt P sei definiert als P=(2; 1 ; f(2;1)). Wie lautet dann die Gleichungen der
Schnittkurven, die P enthalten?

4. Geben Sie die Funktionsgleichungen der beiden, ja ersichtlich verschiedenen, Eingangs-
bogen des DACHS an!

5. Hat das DACH bei (x;y) = (0;0) ein relatives Maximum oder ein relatives Minimum oder
keines von beiden? Beweisen Sie Ihre Aussage!

6. Die Ebene E beriihrt das DACH bei P . Geben Sie E in einer sinnvollen Form an und be-
stimmen Sie das Volumen des Tetraeders, das £ mit den Achsen und dem Ursprung
bildet!

7. Bestimmen Sie das Volumen des Raumes unter dem DACH!

Losungen:

1. (Niveau I) Zubilden ist f(3,2) : f(3;2) =0. Da f'in x und y gerade ist, ist dieser Wert fiir

alle vier FuBBpunkte gleich.

2. (NiveauI) Mit #1=81-0.25x"y? ergibt sich y, (x)== 2—”81_}’

X

3. (Niveaull) Da f(2;1) =77, gilt hier y,(x)==% iz

X

4. (Niveau II) Die gewiinschten Funktionen ergeben sich aus f durch Einsetzen:

fis(»)=81(1-0.25y) und f, ,(x)=81—x"

5. 1) fistin beiden Variablen differenzierbar.

i1) f{0;0) = 81
i1) Fiir alle Paare (x;y ) # ( 0; 0 ) wird bei fvon der 81 etwas Positives abgezogen, der
Funktionswert ist also kleiner als 81.
Also liegt bei (0;0) ein (absolutes) Maximum vor. (Niveau II)
6. (Niveau II) Es bietet sich zundchst an, £ in der Punkt-Richtungs-Form anzugeben und
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die Richtungsvektoren parallel zur x-z-Ebene und parallel zur y-z-Ebene anzugeben. In
diesen beiden Ebenen sind ndmlich die Richtungsvektoren einfach die Werte des Gra-
dienten von fin ( 2;1).

g
. o Ox —x*y?
Allgemein ergibt sich gradf = = .
8 8 gradf 9 [—O.Sx“y}
y
.o Of of
Damit gilt §|x:2’y21=—8 und 5|x:2,y:1=—8.
2 1 0
Da f(2;1) =77, ergibt sich E=<x|x=| 1 [+A] O |+pu 1 [ A,peR;.
77 -8 -8



X

Umrechnung in die Hesse-Restriktions-Form ergibt E=<| v || LR

+— =1
101/8 101/8 101
z

Die Achsenschnittpunkte liegen damit bei xs = 101/8, ys = 101/8 und zs = 101.

Das Tetraedervolumen ergibt sich mit V. :%xs Vszg zu V5 = 2683.075.

Ein Losungsansatz iiber die Tangentengleichung fiihrt genauso schnell zu einer Restrikti-
on der Ebenen.

7.  (Niveau III, da in diesem Zusammenhang noch nicht durchgefiihrt) fist auf F positiv
23 23 5.5
definiert, damit V = J. J-f(x’ y)dxdy:2jj|:8 Ix— xzéj j|dxdy . Mit den Regeln der ab-
-2-3 -20
schnittsweisen Losung von Mehrfachintegralen ergibt sich V'=1814.4 .
Unterrichtsverlauf:

Der Unterricht, dem diese Aufgabe entstammt, hat als Verbindung von Analysis und Analyti-
scher Geometrie seinen Schwerpunkt auf reelle Funktionen mehrerer Variablen gelegt.
Unterschwerpunkte sind dann:

Graphische Darstellung von Funktionen zweier Variablen

Differentiation von Funktionen mehrerer Variablen; partielle Ableitung; Gradient
Geometrische Bedeutung des Gradienten

Integration von Funktionen mehrerer Variablen

Ebenendarstellungen im R®

Tangentialebenen an Funktionen zweier Variablen

Verbindung Tangentialebene - Gradient

Schnitte von Ebenen mit Funktionen zweier Variablen

Bemerkungen:

Diese Aufgabe basiert auf einer Aufgabe von H. Thier aus dem Abitur 2001.
Die Graphiken wurden hier mit Mathematica erzeugt.

Es ist gut vorstellbar, dass der Unterricht, dem diese Aufgabe entspringt, laufend ein
CAA-Programm einsetzt und die dabei erworbenen Fahigkeiten auch bei der Abituraufga-
be verwendet. Die Losung der Aufgabenteile 1 — 5 ist dabei vom Programm-Einsatz
unabhingig. Teil 7 wiére direkt bestimmbar — in z.B. Mathematica lautete die entspre-
chende Anweisung mit Ergebnis

V= NIntegrate@f@x, yD, 8x, -3, 3<, 8y, -2, 2<D

1814.4

und damit entscheidend einfacher.

Deswegen scheint es sinnvoll, hier die Teile 6 und 7 zu vertauschen und Teil 6 — nunmehr
Teil 7 - etwas aufzuwerten:
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7. Die Ebene E beriihrt das DACH bei Q = ( x; y; f(x;y) ) . Geben Sie £ in einer sinnvollen
Form an.

Bestimmen Sie das Volumen des Tetraeders, das £ mit den Achsen und dem Ursprung
bildet, in Abhingigkeit von x und y

und geben Sie den Punkt Q aus dem I. Quadranten an, fiir den das Volumen seines Te-
traeders minimal ist!



12. Beispiel - Leistungskurs — Verbindung Analysis & Lineare Algebra /
Vektorraumtheorie

Arbeiten an einer ganzrationalen Funktion
Von einer ganzrationalen Funktion 4. Grades namens f'sind folgende Sachverhalte bekannt :

1) fist gerade.

1) fhat vier Nullstellen.

ii1) Die inneren Nullstellen liegen bei x ;/, = £ 1.

iv) Das bestimmte Integral {iber f im Bereich zwischen den duleren Nullstellen ist Null.
v) Das Maximum (es gibt nur eines) hat einen Funktionswert von 6.

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung.
Fertigen Sie eine hinreichend gute Skizze der Funktion an .

2. In die Fliche zwischen dem Graphen der Funktion und der x-Achse im Bereich zwi-
schen den inneren Nullstellen wird ein Rechteck so eingefiigt, dass seine eine Seite auf
der x-Achse liegt.

Bestimmen Sie die Linge der waagerechten Seite des Rechtecks mit dem maximalen
Flacheninhalt !

3. Betrachten Sie jetzt die Menge der ganzrationalen Funktionen hochstens 4. Grades. Sie
sel mit G4 bezeichnet.

3.1 Zeigen Sie, dass im Vektorraum {Gy, +} liber R die Menge der geraden Funktionen
Ggers einen Untervektorraum bildet.

3.2 Als skalares Produkt zweier Funktionen diene die Abbildung

0:G,xG, >R mit fog:.[f(x)g(x)dx

3.2.1 Zeigen Sie, dass keine Funktion /#: x — ¢ mit ¢ # 0 zu f orthogonal beziiglich dieses
Skalarprodukts ist.
3.2.2 Zeigen Sie, dass die Funktion g :x - g(x) =—-21x*+4 zu forthogonal ist.

3.2.3 Geben Sie einen Rechenweg an, mit dem Sie jetzt eine Ortho-Basis fiir den Ggers unter
Verwendung der Funktionen fund g konstruieren wiirden!
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Losungen

1.1.

1.2

3.1

3.2.1
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(Niveaus I und II)
Dieser Teil erfordert etwas Kombinationsgabe, wenn man nicht sehr lange rechnen will.
Aus 1) folgt, dass nur die Koeffizienten vor den Termen 4., 2. und 0. Ordnung zu be-

stimmen sind : f(x)=ax* +bx2+c;
ii) mit iii) legt eine Dekomposition in Nullstellenlinearterme nahe :
f@=a(x>-D(x>-x ) =ax* —a(l+x ,2)x*>+ax ,>*;

v) ergibtc zu 6 ;

1v) schlieBlich ergibt die Beziehung 0= % Xy - aT% - X ANZ +6
Daraus ergibt sich : f(x) = gx“ — 35—6x2 +6
20|
15|
10|
5 L
-4 -2 2 4
_5 L

(Niveau II) Dies ist eine normale Extremwertaufgabe. Der Flacheninhalt der Rechtecke
ist A(x)=2x- f(x), wobei (x;f(x)) ein Punkt auf dem Graphen mit 0 < x < 1 ist. Diese
Funktion soll maximal werden, also 0 = A'(x,..) . Dies fiihrt zur biquadratischen Glei-

chung 0=x,_ * - % X - +1, deren einzige Losung im betrachten Bereich

9-4/56

= s ~ 0.55076 ist. Die gefragte Linge ergibt sich zu 1.10152.

max

(Niveau I) Die Anwendung der bekannten Bedingungen fiir einen Unterraum fiihrt
leicht zum gewiinschten Resultat.
(Niveau II) Orthogonalitit bedeutet: Das Skalarprodukt der beiden Faktoren ist Null.

1
Hier miisste also gelten: foh=0 < sp = Ic . (gx4 - %xz +6)dx=0

-1
Die Auswertung dieses Integrals liefert (unter Ausnutzung der Geradheit der Funktion)
SP(c)=c-2- [0.24x5 —2.4x° + 6x]:] =7.68 ¢, was fiir alle erlaubten ¢ nicht Null ist.



3.2.3 (Niveau II) Hier ist

1
I(gx4—356 +6)- (=21x> + 4)dx = 2]( ~25.2x% +156x* —154.8x% + 24)dx=: SP

auszuwerten.
Das Ergebnis ist: SP = 0. Damit sind die beiden Funktionen orthogonal.

3.2.3 (Niveau III) Nun, die Orthobasis muss drei Elemente enthalten. Zwei davon haben wir
schon, und fiir die dritte Funktion wissen wir, dass es keine konstante Funktion sein
kann.

Sei die dritte Funktion 4(x)=ax" +bx2+ ¢, dann muss gelten:

[h(x)- F(x)x=0 A [ g(x)- h(x)dx=

Dies ergibt — vor allem wegen der giinstig gewdhlten Grenzen — zwei lineare Gleichun-
gen der drei Koeffizienten, und falls die Bedingungen nicht widerspriichlich sind, ergibt
sich eine eindimensionale Mannigfaltigkeit von Losungen des LGS, also eine einpara-
metrige Schar von Funktionen 4, die den Bedingungen geniigen.

(Bemerkung: Fiihrt man die — etwas umsténdliche — Rechnung durch, so erhilt man das

LGS
£a+§b ﬁc 0A la—ﬁb 3¢=0
105 7 25 5 15

das — zunidchst liberraschend — keine Losung auller der trivialen hat. Es gibt also keine
Orthobasis unter Verwendung von fund g.)

Bemerkungen

e Die Aufgabe basiert auf einer Aufgabe des Abiturjahrgangs 93.
e Bei dieser Aufgabe ist es moglich, die Schwerpunkte zu verschieben und den algebrai-
schen Anteil zu vergroBern. Eine Frage, die den Punkt 5 weiter ausbaut, wére:

3.3 Zeigen Sie, dass Bi= { fy(x) = ¢ , /5(x) = bx?, f4(x) = ax" } fiir a,b,c # 0 zwar eine Basis des
Ggers bildet, aber fiir keine solche a, b und ¢ eine Orthobasis.

Losung
Die Basiseigenschaft ist sofort zu sehen.
Fir die Orthogonalitéit muss wieder untersucht werden:

foo fz——bc;tO foofi= ac;tO fro f4——ab¢0

Unterrichtsgang

e Diese Aufgabe benétigt ersichtlich fiir die Teile 1.1 — 1.3 den Standardstoff jeder Erorte-
rung der Analysis, der Teil des Unterrichts im 1. Semester ist.

e Extremwertaufgaben — nicht nur des hier angesprochenen Standardtyps — sind ein durch-
gehender Topos der ersten drei Semester.

e Abdem 2. Semester kam die Lineare Algebra hinzu. Hierbei wurde von vorn herein die
Verbindung gesucht — sei es, weil die Losung von LGS , die z.B. schon in Aufgaben des
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Typs 1.1 verwendet wird, selbst thematisiert wird, sei es, dass Funktionenmengen in ihrer
algebraischen Struktur untersucht werden.

Der Unterrichtsgang beinhaltete:

LGS und Losungstheorie

Vektorraumbegriff, -definition, Unterraum

Der R" als Vektorraum

Beispiele fiir Funktionenrdume: Raum der grF, Raum der Funktionen des Typs sin(kx)
(der Fourier-Funktionen)

Begriff des Skalaren Raums

Skalarprodukt fiir den R"

Skalarprodukt fiir Funktionenrdume: Integral des Funktionenprodukts

Basen und Orthobasen

Orthogonalitit des Skalaren Raums der Fourier-Funktionen

Die Konstruktion einer Orthobasis, wie sie in 3.2.3 durchgefiihrt wird, war an diesem Funk-
tionentyp nicht Unterrichtsgegenstand.
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13. Beispiel — Grundkurs — Bereich Verbindung Stochastik & Analysis

1.

Beschreiben Sie die Binomial-Verteilung und die hypergeometrische Verteilung.
Welche Situation, welche Fragestellung kann durch die erste Verteilung beschrieben wer-
den, welche durch die zweite? (Sie konnen dabei durchaus die Idee der Urnenmodelle
verwenden.)
Stellen Sie dar, wie sich die Formeln fiir die beiden Verteilungen ergeben!
Argumentieren Sie, warum im Fall »—>oo die hypergeometrische Verteilung gegen die

Binomial-Verteilung strebt.

Wenden Sie diese Uberlegungen jetzt an.

Sie haben eine Urne mit 150 Kugeln, davon sind 60 weil, die anderen schwarz.
Sie holen zehn Kugeln heraus. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter diesen
sechs schwarze sind?
Sie greifen zehnmal in die Urne, notieren sich die Farbe der Kugel und legen die Kugel
zuriick. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie viermal eine weile Kugel vor sich
gesehen haben?

Vervollstindigen Sie jetzt diese Uberlegungen — verwenden Sie dazu das Ihnen gut be-
kannte Programm EXCEL.
Fertigen Sie ein Diagramm an, in dem Sie bei der oben eingefiihrten Urne fiir insgesamt
50 Wahlvorgédnge im Fall der Binomialverteilung und in dem hypergeometrischen Fall
jeweils die Wahrscheinlichkeiten fiir k weille Kugeln unter den 50 betrachteten zeigen.
Interpretieren Sie die Unterschiede.

Fertigen Sie ein zweites Diagramm an, in dem fiir beide Verteilungen immer die Anderung
der Wahrscheinlichkeit dargestellt wird, wenn von k zu k+1 gegangen wird.

5. Sie konnen hier die Binomialverteilung durch eine Normalverteilungsnéherung ersetzen.

Bestimmen Sie die hier fiir die Normalverteilung anzusetzenden Parameter und begriinden
Sie formal, warum die Normalverteilungsndherung gestattet ist.

Bestimmen Sie die Steigung der Tangente an die Normalverteilungs-Funktion ¢ an der
Stelle k = 25.

Vergleichen Sie dieses Resultat mit dem entsprechenden Wert der Binomialverteilung,
den Sie in der letzten Teilaufgabe gewonnen haben. Bewerten Sie die Zahlen.
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Losungen

2.

56

Hier wird ein kurzes, wiederholendes Eingehen auf die beiden Urnenmodelle erwartet:
(Niveau I) Urnenmodell mit Zuriicklegen — keine Verdnderung der anfanglichen Hiu-
figkeiten — damit keine Anderung der Wahrscheinlichkeit fiir die beiden Ausgiinge —
Binomialverteilung;

(Niveau I) Urnenmodell ohne Zuriicklegen — mit jedem Herausnehmen é&ndert sich der
Inhalt — damit dndert sich die Wahrscheinlichkeit fiir beide Ausginge — Hypergeometri-
sche Verteilung.

Die Ausformung der Urnenmodell ergibt

(Niveau II) binomiale Verteilungswahrscheinlichkeit = <Anzahl der Moglichkeiten der
Realisierung des Resultats> * <Wahrscheinlichkeit fiir ersten Ausgang hoch Anzahl des
Herauskommens des ersten Ausgangs> * <Wahrscheinlichkeit fiir zweiten Ausgang hoch
Anzahl des Herauskommens des zweiten Ausgangs>, also (Niveau I)

bin(n,k,p):[szka —p)rh s

(Niveau II) hypergeometrische Verteilungswahrscheinlichkeit = <Anzahl der Moglich-
keiten, n Kugeln unter den N Kugeln der ersten Sorte zu ziechen> * <Anzahl der
Moglichkeiten, k Kugeln unter den K Kugeln der zweiten Sorte zu ziehen> / <Anzahl der
Moglichkeiten, n + k Kugeln aus N + K vorhandenen Kugeln zu ziehen>, also (Niveau I)

(KJ(NJ
k \n
hypgeo(n,k,N,K)=—"——=

N+K) '
n+k
(Niveau II) Je groBBer bei der hypergeometrischen Verteilung bei festgehaltenem n+k N
und K werden, desto weniger dndern sich die Wahrscheinlichkeiten fiir jedes weitere Hin-
eingreifen. Im Grenzfall &ndert das Herausholen einer Kugel die Wahrscheinlichkeit nicht

mehr, eine andere Kugel dieser Sorte im néchsten Griff zu finden. Dies ist aber genau die
Situation des Urnenmodells, das zur Binomialverteilung fiihrt.

(Niveau I) Mit den angegebenen Formeln ergibt sich
hypgeo(4,6,60,90)=0.25959 und

bin(10,4,0.4)=0.25082.

Diese Werte lassen sich sinnvollerweise durch EXCEL-Einsatz errechnen.

Kommentar: Ersichtlich liegt hier schon der Fall vor, dass sich die Ergebnisse nicht mehr
wesentlich unterscheiden.

(Niveau II) Das Diagramm konnte so aussehen wie das auf der ndchsten Seite abgebil-
dete.

(Niveau I) Ersichtlich haben die beiden Verteilungen zwar ein sehr dhnliches Bild und
auch dasselbe Maximal-k (denselben Erwartungswert), aber:

(Niveau I) Die hypergeometrische Verteilung ist enger und deswegen steiler — (Niveau
[II) wenn man vom Erwartungswert weggeht, spielt die ,,Ausschopfung® der Vorrite ei-
ne groflere Rolle; die Wahrscheinlichkeit flir diese Ereignisse muss also kleiner sein als
die zugehorige Binomialwahrscheinlichkeit.



Drei Verteilungen

W bin
0,14 m @ hypgeo
HEnormal

0,1

p 0,08

0,06 i

0,04 i .

0,02 | |

0 - AT T T T T T T T T T T T T T T T
1 3 5 7 9 1113 1517 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51

4. (Niveau II) Das geforderte Dia-

gramm ist nebenstehend zu sehen. 0,035
(Die Interpretation aus Aufgabenteil

0,03
3 lasst sich auch hier nachverfol-
0,025 - W bin-diff
gen.) @ hypgeo-diff
. ) . 0,02
5. (Niveau II) Die Normalverteilung
ist die kontinuierliche Erweiterung 0.015

zur Binomialverteilung. Also sind 0.01
deren Mittelwert und Standardab-

weichung zu iibernehmen: 0,005
E=np=20; 6=+ E(1- p)=3.46410 0 e
15 9 13 17 2 33 37 41 45 49

-0,005

(Niveau II) Sie kann verwendet 001

werden, wenn die Varianz der Bi-
nomialverteilung iiber 9 liegt — was 0,015
hier mit Var = 12 erfiillt ist.

-0,02 il
(Niveau III) Um die geforderte -0,025
Steigung zu errechnen, muss die 003
Normalverteilungs-Funktion abge- '
leitet werden: -0,035
1 ~(x=Ey
o(x)= e 2 ergibt
\2no

. -2

¢'(x)=0(x) [ ~(x- E)j
26

Da EXCEL die Normalverteilungswerte zur Verfiigung stellt, ldsst sich dieser Wert leicht
bestimmen: ¢'(25)=—-0.01693. (Niveau II) Den entsprechenden Wert fiir die Binomial-

verteilung erhélt man ebenso leicht aus den Werten der Tabelle (am besten ist es, das

57



Mittel der Anderungen von k=24 auf k=25 und von k=25 auf k=26 zu nehmen). Es ergibt
sich m=—10.01621,

also ein Steigungswert, der vom entsprechenden Wert der Steigung der Normalverteilung
um weniger als 5% abweicht. Nicht nur von den Werten, sondern auch von der Anderung
der Werte néhert also hier die Normalverteilung die Binomialverteilung sehr gut.
(Bemerkung: In das erste Diagramm sind auch noch die Werte fiir die Binomialverteilung
mit eingetragen.)

Unterrichtsgang

Ausgehend von einer kombinatorischen Einfithrung in die Stochastik geht es im 3. Semester
um den Anwendungsaspekt. Hauptthema sind dabei Prozesse, die argumentativ binomial oder
hypergeometrisch modelliert werden konnen, insbesondere dann Messfehler.

Methodisch werden die Moglichkeiten des Tabellenkalkulationsprogramms EXCEL verwen-
det, das nicht nur einfach mit Listen (also Verteilungen) und mit daraus erstellbaren
Graphiken zu arbeiten erlaubt, sondern eine fiir die Zwecke des Kurses mehr als ausreichende
Zahl von statistischen Funktionen zur Verfiigung stellt. Der Unterricht hat folgende Schwer-
punkte:

Schwerpunkt Urnenmodelle und Verteilungen

Verteilungen allgemein

Binomialverteilung

Hypergeometrische Verteilung

Polynomialverteilung und mehrdimensionale hypergeometrische Verteilung
Einbettung dieser Verteilungen in eine kontinuierliche Verteilung:
Normalverteilung, auch als Funktion

Messfehler

Mittelwert und Varianz der Verteilungen

Schwerpunkt Umgang mit EXCEL

e Feste und variable Zellennamen
Spaltenkommandos (drag und drop)
Arbeiten mit den statistischen Funktionen
Graphische Darstellungen

Arbeiten mit verschiedenen Verteilungen (Binomialverteilung, Normalverteilung; Nor-
malverteilung); Vergleiche der Werte

Die Verwendung von EXCEL ermdglicht es, auf Tabellenwerke zu verzichten.
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14. Beispiel — Grundkurs — Bereich Verbindung Stochastik & Analysis

Arbeiten mit einer Sterbetafel

Thnen ist eine Sterbetafel (Osterreich 1992) in Form eines EXCEL-Files gegeben.

1.

Erkldren Sie, was die Werte aussagen! Gehen Sie dabei auch auf den Unterschied zwi-
schen einer Sterbetafel und einer Alterspyramide ein.

Von nun an sollen Sie mit dem Ihnen wohlbekannten Programm EXCEL arbeiten. Bedenken
Sie dabei, dass sie erldutern sollen, was Sie vorhaben und wie Sie dies in EXCEL umsetzen.

2.

Machen Sie aus den Werten eine aussagekriftige Graphik, die insbesondere die Unter-
schiede zwischen Méannern und Frauen verdeutlicht!

Bestimmen Sie mit Hilfe von EXCEL die mittlere Lebenserwartung (LE) fiir Manner und
fiir Frauen!

Der Beginn des Rentenalters ist offiziell mit 65. Welche mittlere LE haben Ménner in
diesem Alter? Welche Frauen?

Fertigen Sie ein Diagramm der ,,Sterbewahrscheinlichkeit im néchsten Jahr* fiir beide
Geschlechter an. Vorschlag: Nehmen Sie fiir die Wahrscheinlichkeitsachse einen log-
arithmischen Maf3stab.

In welchem Alter ist bei Ménnern unter 30 die Wahrscheinlichkeit am grof3ten, das néch-
ste Lebensjahr nicht mehr zu erleben? In welchem Lebensalter erreicht das jéhrliche
Sterberisiko wieder diesen Wert?

Bestimmen Sie den Altersbereich um die mittlere LE, der in beide Richtungen eine Stan-
dardabweichung umfasst. Welche Sterbewahrscheinlichkeit (!) tritt insgesamt in diesem
Lebensabschnitt auf? Nehmen Sie zu dieser Zahl Stellung.

Die Sterbetafel ist ja eine diskrete Verteilungsfunktion. Nun kdnnte man ja dafiir auch
eine kontinuierliche Verteilung angeben. Grundsitzlich: Wie bestimmt man bei einer
kontinuierlichen Verteilung Mittelwert und Standardabweichung?
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Losungen

1. Hier wird eine kurze (und wiederholende) Erdrterung erwartet, dass eine Alterspyramide
die Verteilung der Bevolkerung (meist nach Frauen und Ménnern getrennt) nach dem Le-
bensalter zu einem gewissen Zeitpunkt ist, also eine rein deskriptive Verteilung darstellt.
Eine Sterbetafel hingegen entsteht aus der Beobachtung der Todesraten iiber einen gewis-
sen Zeitraum und bildet dann eine prognostische Beschreibung der zu erwartenden
Lebensalter der lebenden Personen.

Sterblichkeit

10
96
92
88
84
80 T ——— L

76 T
72
68
64
60
56

iy —— OFrauen
ne-——————— EManner
44
40
36
32
28
24
20
16
12

0 20000 40000 60000 80000 100000

2. Die geforderte Graphik konnte so aussehen wie oben angegeben.

3. Der Mittelwert als Moment 1. Ordnung kann bestimmt werden iiber p= ZEX ;-

Hierbei sind die /; die Zahl der Menschen, die im i-ten Jahr sterben, X;ist dann i+0.5, n ist
100000.
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Diese Rechnung ldsst sich leicht in einer EXCEL-Spalte durchfiihren (Kommando
Fi=(Bi+1-Bi)*(Ai+0,5) fiir die Méanner, mit C fiir die Frauen). Die Spalte wird dann auf-
summiert und durch 100000 geteilt.

Das Resultat ist: Mittlere LE fiir Méanner 72.31 Jahre, fiir Frauen 78.47 Jahre.

Diese Rechnung erfolgt analog in einer EXCEL-Spalte ab dem Alter von 65 (Kommando
H; = (Bi+1-Bi)*(Ai+65,5) fiir die Ménner, mit C fiir die Frauen). Weiter wie eben ergibt:
Mittlere Lebenserwartung ab Rentenalter fiir Ménner noch 14.46 Jahre, fiir Frauen noch
17.77 Jahre.

Hier lautet das Spaltenkommando D; = (Bi1;-B;)/B; fiir die Méanner, mit C fiir die Frauen.
Das Resultat als Diagramm konnte so aussehen:

Sterbewahrscheinlichkeit

1 LU L L L L s e e e e e A O O A A A
1 7 13 19 25 31 37 43 49 55 61 67 73 79V

-—

0,01 1
0.001 —eo— Reihe2
) —o—Reihe1
0,0001

Man sieht, dass die Ménner zeit ihres Lebens eine hohere jahrliche Sterbewahrschein-
lichkeit (StW) haben, dass im logarithmischen MaBstab die StW etwa ab einem Alter von
35 Jahren praktisch linear steigt (also tatsdchlich exponentiell) und dass fiir beide Ge-
schlechter um das Alter der Volljahrigkeit herum ein relatives Lebensrisiko besteht.

Aus dem Datenfile ist leicht abzulesen, dass im Alter von 19 die Ménner ein lokales Ma-
ximum der StW mit 1.5 Promille haben und dass dieser Wert erst wieder im Alter von 35
Jahren uberschritten wird.

Zunichst einmal kann die Varianz als Moment 2. Ordnung berechnet werden:

h,
Varzz (X, —p)*-—, wieder mit den oben eingefiihrten Grofen ergibt sich das Excel-
4 n

Spaltenkommando (B;-Bi:1)*(u+0,5-A;)*2 fiir Ménner und mit C fiir Frauen.

Die Wurzel aus der Varianz ist die Standardabweichung; es ergibt sich

om = 16.27 Jahre und o = 15.38 Jahre.

(Hierbei ist das Lebensalter 100 in der Summation nicht berticksichtigt worden.)

Die Sterbewahrscheinlichkeit ist dann einfach (Zahl der Lebenden am Anfang des Inter-
valls — Zahl der Lebenden am Ende des Intervalls) / (Zahl der Lebenden am Anfang)

Es ergibt sich:

Im Bereich p + o ist die StW fiir Méanner 89.3 %, flir Frauen 90.3 %.

Kommentare:
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e Wiederum sollte die StW nicht mit einer Wahrscheinlichkeit auf der Menge der Le-
bensalter verwechselt werden, die tiber die 100 Jahre summiert 1 ergibt. Deswegen
kommt hier auch nicht ein Wert in der Gegend 68% heraus.

e Obwohl der betrachtete Zeitbereich fiir die Frauen kiirzer ist, ist ihre StW in diesem
Zeitintervall eher etwas hoher. Das liegt daran, dass sie im Schnitt langer leben und
dass ihre Uberlebenskurve schlieBlich steiler ist (siehe 2.).

8. Hier wird — zum Schluss — wieder eine wiederholende Darstellung erwartet.
Sei ¢(x) eine kontinuierliche Verteilungsfunktion. Dann sind der Mittelwert u und die

Standardabweichung o definiert durch p= j xo(x)dx und o= \/ [ (= wro(xdx .

Bereich

Bereich

Bemerkungen

e Die Quelle fiir die hier verwendeten Werte ist zu beziehen iiber
www.oestat.gv.at/fachbereich_03/bevoelkerung_tafeln.htm.

e Die dort angebotene Tafel (im EXCEL-Format) enthilt noch weitere, interessante Kolum-
nen, die fiir die hier angebotene Aufgabe allerdings nicht vorgesehen ist (das hier
verwendete EXCEL-File ist also ein Exzerpt der angegebenen Tafel).

e EXCEL stellt auch Mittelwert- und Standardabweichungs-Routinen zur Verfligung. Selbst-
verstdandlich konnen diese ebenso zur Losung eingesetzt werden; allerdings miissen dazu
ebenfalls die Daten aufbereitet werden. Insofern scheint der Vorteil eher gering.

Unterrichtsgang

Ausgehend von einer kombinatorischen Einflihrung in die Stochastik ging es im 3. Semester
um den Anwendungsaspekt. Hauptthema war dabei Bevolkerungsstatistik.

Methodisch wurden die Mdglichkeiten des Tabellenkalkulationsprogramms EXCEL verwen-
det, das nicht nur einfach mit Listen (also Verteilungen) und mit daraus erstellbaren
Graphiken zu arbeiten erlaubt, sondern eine fiir die Zwecke des Kurses mehr als ausreichende
Zahl von statistischen Funktionen zur Verfligung stellt. Der Unterricht hatte folgende
Schwerpunkte:

Schwerpunkt Verteilung und statistische Maf3e

Verteilungen allgemein

diskrete und kontinuierliche Verteilung (Wahrscheinlichkeit und W’dichte)
Binomialverteilung

Normalverteilung

Poissonverteilung

Mittelwert und Varianz als erstes und zweites Moment

Schwerpunkt Umgang mit EXCEL

e Feste und variable Zellennamen

Spaltenkommandos (drag und drop)

Arbeiten mit den statistischen Funktionen

Graphische Darstellungen

Mittelwert und Standardabweichung von in Files gegebenen Verteilungen bestimmen,
Verteilungen sinnvoll darstellen
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Vergleiche verschiedener Verteilungen (Binomialverteilung, Normalverteilung; Poisson-
verteilung)

Schwerpunkt Bevolkerungs- und Versicherungsstatistik

Problemstellung (Beschreibung und Prognose)

Alterspyramiden (Stat. Bundesamt)

Sterbetafeln (bezogen iiber Universitét Kiel verwendet (http://www.uni-
kiel.de/medinfo/fol _biom; hier auch Anfrage an das Bundesamt fiir das Versicherungs-
und Bauspargewerbe moglich)
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15. Beispiel — Grundkurs — Verbindung und Vertiefung von Stochastik und
Analysis

Ist eine experimentelle Verteilung normalverteilt?

Wihrend einer nidchtlichen Autobahnfahrt mit konstanter Geschwindigkeit zihlte ein Fahrer
zwei Stunden lang Minute fiir Minute die Zahl der entgegenkommenden Fahrzeuge.

Es ergaben sich folgende Werte fiir die Verteilung der Zahl der entgegenkommenden Fahr
zeuge pro Minute :

X: Zahl der Fahrzeuge pro Minute Haufigkeiten

0 1
1 0
2 5
3 10
4 9
5 18
6 25
7 15
8 20
9 10
10 5
11 0
12 2

13 und mehr 0

Sei X die Zahl der entgegenkommenden Fahrzeuge pro Minute.
1. Bestimmen Sie Mittelwert p und Standardabweichung ¢ von X !

2. Nahern Sie die Verteilung durch eine Normalverteilung mit den gleichen Werten fiir p
und c an.

3. Zeichnen Sie ein Histogramm mit beiden Verteilungen.

4. Warum ist es weniger sinnvoll, die beobachtete Verteilung durch eine Binomialverteilung
ndhern zu wollen?

5. Machen Sie einen Chi*-Test, wie gut die Normalverteilung die beobachtete Verteilung
wiedergibt. Beschreiben Sie dabei kurz, wie Sie die Parameter fiir den Chi*-Test finden.

6. Was sagt ein Chi*-Test aus?

Material: Tabellen fiir Normalverteilungswerte und fiir die Chi*-Verteilung, jeweils
aus dem Bronstein-Semendjajew
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Losungen

1. (Niveau I) Mit den iiblichen und bekannten Definitionen ergibt sich

2. (Niveau I) Mit der bekannten linearen Transformation z, =

u=6.20833 und o =2.22072.

c
rungswerte fiir die Normalverteilung aus der gegebenen Tabelle bestimmen; (Niveau II)
die erwarteten Werte erhdlt man dann durch Multiplikation mit 120, der Summe aller
n(Xj) :

lassen sich die Nahe-

X; n(X) o(z,)-120

0 1 0,43297321
1 0 1,37770975
2 5 3,57923966
3 10 7,59206943
4 9 13,148188
5 18 18,5912241
6 25 21,4628015
7 15 20,2302465
8 20 15,5686977
9 10 9,78227215
10 5 5,01837995
11 0 2,1019563
12 2 0,71882003
13 0 0,2007026

(Anmerkung: Die in dieser Tabelle wiedergegebenen Werte wurde — ebenso wie das fol-
gende Histogramm — direkt in EXCEL erzeugt.)

(Niveau I) Das erwiinschte Diagramm sollte etwa so wie das Diagramm auf der néchsten
Seite aussehen. In diesem Diagramm ist ,,Reihe 1 die Normalverteilungsndherung, ,,Rei-
he 2 die beobachtete Verteilung.

(Niveau III) Eine Binomialverteilung als Modellierung wiirde ein Experiment mit zwei
Ausgéngen voraussetzen, bei dem eine Durchfiihrung (mehr oder minder) unabhéngig von
der vorherigen ist. Hier aber liegt ein ganz anderer Typ an Experiment vor, der als Ele-
mentarereignismenge ganze Zahlen zwischen 0 und einer nicht vorher bekannten
Obergrenze ergibt. Es ist eher unsinnig, dieses Experiment auf eine Bernoulli-Kette zu-
riickzufiihren.

(Niveau I) Da 14 Klassen vorhanden sind, gibt es fiir den Chi*-Test 13 Freiheitsgrade.
k(h =n-n.)?

(Niveau II) Die beim Chi*-Test zu bestimmende Grofe ¢ ist ¢ = z (i =n-p)*
i=1 n-p;

die /4; die beobachteten Hiufigkeiten sind, k£ — die Zahl der Klassen — hier den Wert 14 hat

und schlieBlich — mit n = 7120 — die np; die oben angegebenen ,,theoretischen* Werte aus

der Normalverteilung sind.

Es ergibt sich ¢#=12.56.

, wobei
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(Niveau II) Aus der gegebenen Chi*-Tabelle liest man bei 13 Freiheitsgraden ab, dass die
Grenze fiir die Ablehnung der Hypothese, die beobachtete Verteilung sei normalverteilt,
bei einem Signifikanzniveau o von knapp 50% zu erfolgen hat. Die Ubereinstimmung ist
also nicht besonders gut.

(Anmerkung: Der genauere Wert fiir das Signifikanzniveau ist o = 0.482 .)

(Niveau II) Die GroBe ¢ des Chi*-Tests ist von ihrer Struktur her eine VarianzgroBe. Ge-
nauer gesagt, gibt sie in jeder Komponente die mittlere quadratische Abweichung der
beobachteten Verteilung von der ,,theoretischen®, normiert an dem Wert der letzteren, an.
Grundsitzlich priift der Chi>-Test die Signifikanz der Hypothese der Ubereinstimmung ei-
ner gegebenen Verteilung mit der Chi>-Verteilung. (Niveau III) Diese Verteilung
ihrerseits misst die Abweichung von n unabhéngigen, normalverteilten ZufallsgroBBen. Je
grofer also 7 ist, desto mehr weichen die unabhéngigen Zufallsgrofen von normalverteil-
ten ab — oder, testméBig einfacher formuliert, desto unwahrscheinlicher ist es, dass die
theoretische Verteilung ein gutes Modell der beobachteten ist.

Bemerkungen
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Diese Aufgabe basiert auf einer Abituraufgabe des Jahrgangs 1988.

Ersichtlich wird hier verstarkter Wert darauf gelegt, dass die Probanden den Hintergrund
ihres Tuns hinreichend sinnvoll beschreiben konnen; die Rechnungen selbst sind nicht all-
zu schwer.

Auch bei dieser Aufgabe bietet es sich an, die Rechnungen in EXCEL durchfiihren zu las-
sen. Mit der Funktion CHITEST bietet EXCEL auch sofort ein Wahrscheinlichkeits-
Ergebnis fiir den Chi*-Test an. Dann allerdings ist es um so wichtiger, eine Darstellung zu
verlangen, wie dieser Wert erhalten wird, m.a.W., was eigentlich bei einem Chi*-Test ge-
priift wird und wie er ablautft.



Unterrichtsgang

Das Verbindungs- und Vertiefungssemester Stochastik hatte das Generalthema Ver-
teilungen, und zwar tatsichliche (,,beobachtete*) Verteilungen, ,,theoretische*
Verteilungen und die Frage, wie man Verteilungen vergleichen kann.

Aufbauend auf dem 2. Semester, in dem die Binomialverteilung, die hypergeometrische Ver-

teilung sowie ihre ,,mehrdimensionalen* Verallgemeinerungen Thema war, lag der

Schwerpunkt bei den ,,theoretischen* Verteilungen bei der Normalverteilung.

Unterpunkte:

e Begriffstrennung diskrete — kontinuierliche Verteilung; Wahrscheinlichkeit und
W’dichtefunktion

e Wiederholung Mittelwert - Standardabweichung

e Anpassung anderer normalverteilter Verteilungen an die Standard-Normalverteilung; Ar-
beiten mit den entsprechenden Tabellen

e Normalverteilung als Fehlerverteilung

e Mehrdimensionale Normalverteilungen (am Beispiel Fehlerfortpflanzung)

Schwerpunkt ,,beobachtete* Verteilungen und Modellierung
e Unterscheidung Mittelwert — Erwartungswert
e Idee der Modellierung: A-priori-Wissen und a-posteriori-Anpassung

Schwerpunkt Verteilungs-Vergleich

e Fragestellung: Wie kann man die Giite der Modellierung messen, wenn kein a-priori-
Wissen zur Verfiigung steht?

e Die Uberlegungen, die zur Chi>-Verteilung und zum Chi?-Test als einem sinnvollen und
allgemein eingesetzten Werkzeug zur Beurteilung zur Ubereinstimmung von Verteilungen
fiihrten, wurden an Buchstabenhéufigkeiten (in verschiedenen Texten und in verschiede-
nen Sprachen) entwickelt — siehe z.B. als Einsteig E.A.Poe, Der Goldkifer.

e (Anmerkung: Hier wurde kurz auf Begriffe wie Informationsgehalt und Redundanz einer
Nachricht eingegangen.)

e Der Begriff der Signifikanz als (wahrscheinlichkeitsartiges) Giitemal3

e Arbeiten mit der Chi*>-Verteilung

Fiir einen Leistungskurs bote sich hier die Ausweitung auf den Vergleich kontinuierlicher

Verteilungen an. Dies flihrte zwanglos zu der — vor allem in Physik und Technik — sehr wich-
tigen Idee der Autokorrelationsfunktion.
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16. Beispiel - Leistungskurs — Verbindung Stochastik & Analysis

Untersuchung einer Verteilungsfunktion

—-X

Gegeben ist die Funktion ¢(x) = const-x*-e™* mit x € R'y.

Welche Eigenschaften muss eine reellwertige Funktion aufweisen, um eine Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion (WDF) darzustellen ?
Sie wissen, dass eine WDF auch als (Wahrscheinlichkeits-) Verteilung bezeichnet wird.

Zeigen Sie, dass ¢ bei geeigneter Wahl der Konstante const diese Eigenschaften erfiillt. Ge-
ben Sie dieses geeignete const an.

Bestimmen Sie den wahrscheinlichsten Wert x,, der Verteilung (oder WDF).

Nun geht es um mittlere Werte der Verteilung.

e Bestimmen Sie den Mittelwert p der Verteilung.

e Fertigen Sie eine hinreichend gute Skizze von ¢ an, in der Sie dann auch die Stellen xy,
und p eintragen.

e Wo wird sich der Median xy der Verteilung etwa befinden ? Schitzen Sie dies aus Ih-
rer Skizze. (Sollten Sie den Median berechnen, soll es Thr Schade nicht sein.)

e  Welche Wahrscheinlichkeit kommt bei dieser WDF dem Bereich zwischen wahr-
scheinlichster Stelle und Mittelwert zu ? Geben Sie zu diesem Wert auch noch einen
kurzen Kommentar.

Wagen wir einmal eine physikalische Interpretation dieser WDF :

e x sei ein Energiemall von Teilchen in einem Fluid, und die Energie von Teilchen in
diesem Fluid sei @-verteilt. Hat ein Teilchen eine Energie, die groBer als eine Grenze-
nergie X ist, so kann es aus dem Fluid entweichen (sofern es nahe genug der
Oberfliche ist). Man kann nun mit Hilfe physikalischer Theorien berechnen, dass das
Fluid stabil ist, wenn nicht mehr als 0.1 % aller Teilchen eine Energie oberhalb von xg
aufweisen.

Fiir welchen Bereich an Werten von X , verglichen mit der mittleren Energie, ist das
Fluid stabil ?

e Wenn die Temperatur sich verdoppelt, so verdoppelt sich auch die mittlere Energie der

Teilchen. Was dndert die beziiglich der Stabilitit?
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Losungen

1. (Niveau I ) WDF miissen
e positiv definiert sein,
e fiir ganz R (bzw. fiir ganz R") definiert sein,
¢ an offenen Grenzen ein uneigentliches bestimmtes Integral besitzen,
e normiert sein - d.h. ihr Integral iiber den Definitionsbereich muss den Wert 1 haben.

2. (NiveauI) ferfiillt leicht ersichtlich die ersten drei Bedingungen, und da (Niveau II) eine
Stammfunktion zu f die Funktion

O(x)=(—x*—2x—-2)e"
ist (Anwendung partieller Integration), erhélt man

J-(p(x)dx = [(—x2 —2x—-2)e " ];O =2
0
Damit ergibt sich die Konstante zu 0.5 .

3. (Niveau I ) Der wahrscheinlichste Wert einer WDF ist der Wert an der Stelle, an der die
WDF maximal wird. Dazu wird die Ableitung benétigt :
@'(x) =0.5(—x*+2x)e™™ .
Mit dem tiiblichen Vorgehen erhélt man x = 0 als Minimalstelle und x = 2 als Maximal-

stelle. (Niveau II) Da nur eine Maximalstelle existiert, gibt es auch den
wahrscheinlichsten Wert, der bei xy, = 2 den Dichte-Wert 0.270671 aufweist.

4. (Niveau I ) Der Mittelwert p ergibt sich aus der Bedingung

o0

U= Imp(x)dx .
0
Damit (Niveau II) (wiederum Anw. partieller Integration und des Ergebnisses aus 3.) :

1 =[05(-x> —3x—6x—6)e | =3

Funktionsdarstellung :
021,
0.2
phi(x)
0.1
0o
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 X 10,

(Niveau I ) Der Median einer WDF ist die Stelle, bis zu der das bestimmte Integral den
Wert 0.5 aufweist. (Niveau II) Der Verlauf der WDF lésst erkennen, dass der Median
zwischen xy, und p liegt, und zwar eher auf der Seite von p.

Die (nicht geforderte) Berechnung des Medians wére insgesamt Niveau III :
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med

Also hier : j P(x)dx = 0.5 < (—med? — 2med —2)e ™ +2=1.
0

Die daraus entstehende Nullstellengleichung (—med? —2med —2)e ™™ +1=0

kann sinnvollerweise mit Hilfe des Newton-Verfahrens geldst werden - es ergibt sich
med = 2.6740603

Wabhrscheinlichkeit - (Niveau II) Hier ist gefragt nach
3

pP= J‘¢(X)dx = [0.5(_x2 —2x— 2)e_x ]z .
2

Der Wert ergibt sich zu p = 0.253486 .

Kommentar (Niveau III) : Der wahrscheinlichste Wert liegt deutlich unter dem Mittel-
wert, so dass sich zwischen xy, und Mittelwert etwa ein Viertel aller Teilchen (siche
voriges Ergebnis) authalten. Damit muss auch die Standardabweichung deutlich grofer
sein als dieser Abstand zwischen x,, und Mittelwert.

(Niveau III ) Die Schwierigkeit dieses Aufgabenteils liegt in der Interpretation der Aufga-
benaussage. Diese Aussage lédsst sich zu der Gleichung (bekannter Form) verdichten (mit
g als Grenzenergie, allerdings ist g noch nicht in Einheiten der mittleren Energie gesetzt):

g
j o(x)dx =0.999 .
0

Hier ergibt sich - wieder mit der Newton-Formel - g=11.229 .

Da die mittlere Energie in diesem MalBstab bei x = 3 sitzt, bedeutet dies, dass die Grenze-
nergie nicht weniger als das 3.74 - fache der mittleren Energie sein darf, um das Fluid
stabil zu lassen.

Bemerkungen
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Diese Aufgabe entstammt dem Abiturjahrgang 1999.

Der Fragekomplex um die mittleren Werte enthilt hier nicht die Standardabweichung. Sie
zu bestimmen, ist nicht schwerer als die anderen mittleren Werte, erfordert aber etwas
mehr Rechenaufwand. Dieser Aufgabenteil konnte andere ersetzen:

Bestimmen Sie nun die Standardabweichung [ lund geben Sie an, wie groR bei dieser
Verteilung die Wahrscheinlichkeit im Bereich p + o ist.

Losung
Standardabweichung - (Niveau II) Da die Standardabweichung im Wesentlichen der
Mittelwert der zweiten Momente der WDF ist, wire jetzt folgende Gleichung zu 16sen :

o= \/T xX2p(x)dx — u?

0
sinnvollerweise wieder mit partieller Integration. (Niveau III) Der Wert fiir Sigma muss
deutlich iiber 1 liegen, dem Abstand zwischen der Stelle des hdufigsten Werts und dem
Mittelwert, denn zwischen diesen beiden liegen nur etwa 25% an Wahrscheinlichkeit.

Tatsdchlich ergibt sich o = V3.



Unterrichtsgang

Im Ende des 2 . Semesters und am Beginn des 3. Semesters ging es um die Erweiterung des
diskreten Wahrscheinlichkeitsbegriffs auf Wahrscheinlichkeitsdichten, insbesondere auf kon-
tinuierliche WDF. Dabei wurden besonders betont :

Definierende Eigenschaften fiir WDF

Normierung

Median, Mittelwert und Varianz als nulltes, erstes und zweites Moment der WDF
Wiederholung von Integrationsmethoden

Wiederholung von numerischen Methoden

Anwendung von Reihen auf nicht direkt integrierbare WDF

Als Beispiele dienten

Kasten-, Dreiecks- und Dachverteilung (jeweils diskrete und kontinuierliche Version)

- Verteilung

X

x-e

Maxwell-Verteilung (allerdings eher qualitativ, da diese Funktion und ihre Momente nicht
direkt integrierbar sind)

e GauB3-Verteilung

Mit dieser letzten Verteilung richtete sich der Unterrichtsgang wieder verstéirkt auf statistische
Fragen aus.

Anhand der Maxwell-Verteilung wurden physikalische Fragen zumindest angesprochen; Fra-
gen analog zu Aufgabenteil 5 waren nicht Unterrichtsgegenstand.
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17. Beispiel — Leistungskurs — Verbindung Stochastik & Analysis

Fermi-Dirac-Verteilung

Gegeben ist die reelle Funktionenschar f,:x — f (x)=

1.1

1.2

2.1
2.2

3.1
3.2
33

pPER".

1+e"'?”’

Untersuchen Sie die Funktionenschar unter folgenden Aspekten:

¢ Aussehen des Graphen in Abhéngigkeit von p (fertigen Sie dazu eine hinreichend gute
Darstellung der Graphen einiger f, an). Wie sieht insbesondere der Graph fiir sehr
kleine p aus?

e Symmetrie

e Monotonie

e Verhalten bei x =0

e Verhalten fiir x — —oo und fiir x — o

Geben Sie die Funktionsgleichung an fiir eine Funktionenschar, deren Graphen gegen-
iiber denen von f,um 1 (nach rechts) verschoben ist.

Zeigen Sie, dass F,:x > F, (x)=x—p-In(1+ e*'?) eine Stammfunktion zu f, ist.

Beweisen Sie:

0 1

Fiir p — 0 nidhert sich das Integral J. S, (x)dx dem Wert I und das Integral I S, (x)dx
-1 0

dem Wert 0.

In der Physik tritt die Funktionenschar — mit einer Bedeutungsinterpretation der Parame-
ter — als Fermi-Dirac-Verteilung auf:

1
1+ exp((E — )/ kT)

f(E)=

Hierbei bedeuten

E die Energie der Teilchen (die grundsétzlich positiv ist)
pu  die mittlere Energie

T die absolute Temperatur

k die Boltzmann-Konstante, also

kT die mittlere thermische Energie der Teilchen.

Verbinden Sie Thre bisherigen Ergebnisse mit dieser Interpretation der Parameter!
Fertigen Sie den Graphen der Fermi-Dirac-Verteilung fiir p = 1 und kT = 0.2 an!

Zeigen Sie, dass die Flache unter dem Graphen endlich ist, dass also fwirklich eine Ver-
teilungsfunktion darstellt.
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Losungen

1.1 (Niveau I) Hier sind die Graphen der Scharkurven fiir die Parameter-Werte 1.5; 1, 0.5;
0.1 gegeben:

Funktionen fiir p=1.5, p=1, p=0.5, p=0.1
1F° _\

0.8

0.6 N

=

-4 -2 0 2 4

(Niveau II) Fiir p — 0 geht der Graph von f, gegen die Stufenfunktion mit dem Wert

1 fiir negative x und dem Wert O fiir positive x.
(Niveau I) Die Scharfunktionen sind — wie die Graphik andeutet — fiir alle p punkt-
symmetrisch zu ( 0 | 0.5 ). (Niveau II) Dies kann gezeigt werden durch
1 1 1+exp(x/ p)+1+exp(—x/
£, + £, (=x)= I _ p(x/ p) p(=x/p) -1
l+exp(x/p) 1+exp(—x/p) (I+exp(x/p))(1+exp(—x/p))

exp(x/ p)
p-(L+exp(x/ p))’
der Exponentiation grundsétzlich positiv ist, ist die Ableitung aller Scharfunktionen
grundsétzlich negativ. Sie fallen also alle streng monoton.

(Niveau I) Beix =0 gilt fp(O):%.

(Niveau I) Die Graphen lassen vermuten, dass weiterhin bei x = 0 ein Punkt mit mi-
nimaler Steigung (oder ein Wendepunkt von Rechtskriimmung nach
Linkskriimmung) vorliegt.

(Niveau II) Dies kann z.B. durch eine Argumentation mit der 2. Ableitung gezeigt

werden:
" exp(x/ p)-(exp(x/ p)—1
£0()= 13(2 p) - (exp( p)3 )
p*-(1+exp(x/ p))
Diese Funktion hat ersichtlich bei x = 0 eine steigende Durchgangsnullstelle.

und sowohl p als auch die Ergebnisse

(Niveaul) Da f,'(x)=-

e (Niveau II) Mit dem bekannten Verhalten der Exponentialfunktion fiir gro3e und
kleine x ergibt sich, dass fiir x - —oo die Funktionswerte gegen 1 streben, fiir x — o
dann gegen 0.
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1.2

2.1

2.2

3.1

3.2
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(Niveau II) Die verschobenen Funktionen haben die Gleichung

1
fp(x)_lJrexp[(x—l)/p] '

(Niveau I) Einfaches Ableiten von F), (unter Verwendung von Summen- und Kettenre-
gel) liefert das gewiinschte Resultat.

0
(Niveau II) Damit ergibt sich: J- S, (x)dx=[0— pIn2]—[-1- pIn(1+exp(-1/ p))]
-1

Fiir p — 0geht die erste Klammer gegen Null; dies gilt (bekannt aus dem Unterricht)
ebenso fiir pIn(l+exp(—1/ p)). Das Ergebnis ist also 1.
(Niveau II) Analog:

[ £,(@)dx==[0- pIn2]+[~1- pIn(i+exp(1/ p))]

Fiir p — 0 konvergiert hier wieder die erste Klammer gegen Null; (Niveau III) die
zweite Klammer ndhert sich wegen

1-pln(l1+exp(l/ p)) > 1 - pln(exp(l/ p))=1-p/ p=0

der Null an. Das Ergebnis ist also 0.

(Niveau II) Die Fermi-Dirac-Verteilung (FDV) ist ersichtlich eine Interpretation der ver-
schobenen Funktionen der gegebenen Funktionenschar (siehe 1.2). Hierbei ist die
Funktionalvariable x durch die Teilchenenergie interpretiert, der Scharparameter durch
die thermische Energie, und die Verschiebung durch den Energie-Mittelwert.

e Als Energieverteilung ist die FDV allerdings nur fiir positive E definiert.
Die Interpretation der Ergebnisse aus 1.1 liefert:

e Mit steigender Energie nimmt die Verteilungsdichte ab, die Zahl der Teilchen fillt al-
so stetig mit steigender Energie.

e Fiir jedes Teilchen unterhalb des Energie-Mittelwerts gibt es ein Teilchen im gleichen
Energie-Abstand oberhalb des Mittelwerts.

e Je kleiner die Temperatur ist, desto mehr dhnelt die FDV der Kastenverteilung.

e (Niveau IIT) Fiir hohe Temperaturen ist die 1 im Nenner zu vernachlissigen (die FDV
geht in die Boltzmann-Verteilung tiber)

(Niveau II) Der Graph ist auf der folgenden Seite dargestellt.
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(Niveau II) Damit die hier gegebene FDV iiberhaupt eine Verteilungsfunktion ist, muss
ihr Integral iiber den Definitionsbereich hinweg endlich sein. Es ist hier also zu untersu-
chen, ob fiir x — oo das uneigentliche bestimmte Integral (UBI) existiert.

(Niveau IIT) Sinnvoll ist hierbei, wieder die unverschobene Funktion (sozusagen die
FDV von x = 1 an) zu verwenden und sich der Resultate aus 2.2 zu bedienen:

j.fp(x)dx:[t—p-1n(1+exp(t/p))]—[O—p1n2]

Fiir festes p und ¢ — oo ergibt die zweite Klammer den Wert p In 2, die erste Klammer
mit derselben Argumentationsstruktur wie in 2.2 gegen Null ( exp(#/p) wird hier wegen
des wachsenden ¢ immer grof3er, nicht, weil der Nenner immer kleiner wird).

Also existiert fiir die urspriingliche Funktionenschar das erwiinschte UBI, damit auch fiir
die FDV; sein Wert oberhalb von p ergibt sich zu kT In2.

(Anmerkung: Es gilt

]Ef(x)dx:k—T In(1+exp(u/kT));
0 [

dies liefert die Normierungskonstante fiir die FDV.)

Bemerkungen

Diese Aufgabe beruht teilweise auf einer Abituraufgabe des Jahrgangs 1994, teilweise auf
einer (davon unabhingigen) Abitur-Vorbereitungs-Klausur des Jahrgangs 1998.

Der Anspruch der Aufgabe ist hauptsidchlich das Zusammendenken der verschiedenen
Eigenschaften und die anschlieBende Interpretation im physikalischen Kontext.
ef=-n-r

Die gegebene Funktionenschar erfiillt die Differentialgleichung f"'=-————— mit den

Randbedingungen f(0) =%; f'(0)=— % . Es ist moglich, die Ausrichtung der Aufgabe
p
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auf die Tatsache zu richten, dass die Funktionenschar die Losung dieser Differentialglei-
chung darstellt, und dafiir die physikalische Interpretation wegfallen zu lassen.

Unterrichtsgang

Die Verbindung der Inhalte des 2 . Semesters (Statistik) und des 1. Semesters (Analysis) be-
ruht auf der Arbeit mit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen (WDF).

Ausgehend vom Begriff der diskreten Verteilungen geht es zunichst um die Erweiterung des
diskreten Wahrscheinlichkeitsbegriffs auf kontinuierliche WDF. Dabei wird besonders betont:

¢ Definierende Eigenschaften fiir WDF

e Normierung

e Median, Mittelwert und Varianz als nulltes, erstes und zweites Moment der WDF
e Wiederholung von Integrationsmethoden

e Begriff des uneigentlichen bestimmten Integrals

e Wiederholung von numerischen Methoden

Die Beispiele fiir WDF kommen aus der Stochastik:
e Kasten-, Dreiecks- und Dachverteilung (jeweils diskrete und kontinuierliche Version)

e GauB3-Verteilung (hier richtet sich der Unterrichtsgang wieder verstérkt auf statistische
Fragen aus)

e x-e¢ ' -Verteilung

und aus der Physik:

o Maxwell-Verteilung (allerdings eher qualitativ, da diese Funktion und ihre Momente nicht
direkt integrierbar sind)

¢ Boltzmann-Verteilung

e Bei den WDF aus der Physik wird besonderes Gewicht auf den Zusammenhang zwischen
Mathematik (liefert die Funktionen) und physikalischer Interpretation gelegt, insbesondere
auf die Rolle der Energie als freier und als normierender Parameter.
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Die nachfolgenden Aufgabenbeispiele wurden von Dr. Wolfgang Loding, IfL, geliefert:

Feldmause LK

Auf einem Kartoffelfeld wird eine zyklische Entwicklung einer Feldmausepopulation beob-
achtet: In einem vierjahrigen Zyklus vermehrt sich die Population zunéchst innerhalb von 3
Jahren exponentiell von ihrem Anfangswert ny auf ihre Kapazititsgrenze von k Méusen pro
Flicheneinheit, um dann — wie Untersuchungen erwiesen aufgrund der Uberzuckerung des
Blutes durch den Gedringeschock — innerhalb eines Jahr linear wieder auf ihren Anfangswert
zuriickzugehen.

a) Bestimmen Sie die Entwicklungsfunktion fiir einen solchen Zyklus fiir beliebige natiirliche
Zahlen ny und k.

Zeigen Sie, dass fiir die durchschnittliche Anzahl von Méusen pro Flacheneinheit in-

nerhalb eines Zyklus gilt: m(ny.k)= k=ng

Ink—Inng )

Der Landwirt entschlieBt sich die Mause zu bekdmpfen. Durch 6kologisch vertriagliche
BekdmpfungsmalBBnahmen wéhrend der Wachstumsphase kann zwar die relative Wachs-
tumsrate der Population reduziert werden, nicht aber eine Abnahme der Population bewirkt
werden. Wihrend der Zusammenbruchsphase soll keine Bekdmpfung stattfinden.
Zeigen Sie, dass eine Bekdmpfung, die die gesamte Wachstumsphase anhilt, keine
Wirkung hat, d.h. dass die durchschnittliche Anzahl der Mduse und somit der Erntescha-
den wihrend eines Zyklus unverindert bleibt.

Hinweis: Sollte Ihnen die allgemeine Losung der Aufgabe a) nicht gelingen, so kénnen
Sie ersatzweise die Aufgabe unter Verwendung der Voraussetzungen aus Aufgabenteil b)
bearbeiten.

b) Fiir diesen Aufgabenteil wird gesetzt: nyo =50, k = 600 und die Bekdmpfung bewirke
in der Wachstumsphase der Population eine Reduzierung der Wachstumsrate auf ein
Drittel der natiirlichen Wachstumsrate.
Entwickeln Sie ein optimales Konzept fiir die Bekdmpfung der Miuse, d.h. ein sol-
ches, in dem der Mittelwert der Populationsstirke minimal wird.
Zeigen Sie dazu zunichst, dass bei einer Bekdmpfungsdauer von u Jahren der Entwick-

lungszyklus der Population auf einen Zeitraum von z(u) = % +1 Jahren anwéchst.

Berechnen Sie dann den minimalen Mittelwert und vergleichen Sie ihn mit dem Mit-
telwert bei natiirlicher Entwicklung der Population.

¢) Zeichnen Sie zur Veranschaulichung die Graphen der Entwicklungsfunktion der Po-
pulation bei natiirlicher Entwicklung sowie bei optimaler Bekdmpfung fiir einen Zeitraum
von 8 Jahren.
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Luftvolumen GK
Analysis

Die Ableitung des Luftvolumens in der Lunge eines Menschen nach der Zeit kann mit medi-
zinischen Messapparaturen graphisch dargestellt werden. Nidherungsweise kann diese
Ableitung bei einem bestimmten Patienten durch die Funktion f mit f(t) = %~sin(%n t) model-

liert werden.
( f(t) in Litern pro Sekunde; Zeit t in Sekunden).

t
a) Welche inhaltliche Bedeutung hat die Funktion F mit F(t) = J‘f (x) dx ?
0
Zeigen Sie, dass F(t) = f—n-[l—cos(zs—“t)] gilt.

b) Wir nehmen an, dass zur Zeitt =0 keine Luft in der Lunge ist.
Das nebenstehende Diagramm zeigt den zeitlichen Verlauf des Luftvolumens in der Lunge
und den zeitlichen Verlauf der momentanen Anderungsrate des Luftvolumens.

Welche der beiden Kurven beschreibt den zeitlichen Verlauf des Luftvolumens in der Lun-
ge?
Bestimmen Sie das maximale und das minimale Luftvolumen in der Lunge.

Bestimmen Sie die Zeitpunkte, zu denen die Lunge jeweils die Hélfte des maximalen Luft-
volumens enthilt.
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c¢) Wie groB ist die mittlere Anderungsrate des Luftvolumens wihrend der Zeitintervalle [0 ;
2,51,[2,5;5]und [0;5]?

Wie grof3 ist das mittlere Luftvolumen in der Lunge wéhrend der Zeitintervalle [0 ; 2,5] ,
[2,5;5]und [0;5]?

ANMERKUNGEN:

Zielsetzung:

Die Losung der Aufgabe erfordert die Interpretation der Begriffe ,,Ableitung* und ,,Integral*
unter den Aspekten ,, Anderungsrate* und ,,Gesamtiinderung im Kontext realitétsnaher Situa-
tionen. Sie hat hier einen hohen Stellenwert und gibt den Schiilerinnen und Schiilern
Gelegenheit zu zeigen, wie weit und wie tief sie zentrale Begriffe der Analysis verstanden
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haben.
Wihrend in Teilaufgabe b) der Integralbegriff zur Beschreibung der Gesamtidnderung (Wir-
kung) dient, muss er in c¢) als Mittelwert verstanden und angewendet werden.

Unterrichtliche Voraussetzungen:

Die Schiiler und Schiilerinnen sind es gewohnt, die Begriff ,,Ableitung® und ,,Integral in rea-
litdtsnahen Situationen unter unterschiedlichen Aspekten anzuwenden. Sie sind sicher in der
Handhabung des GTR und setzen ihn fiir numerische Berechnungen ein.

Zusdtzliche Hilfsmittel: GTR

Vorgesehene Bearbeitungszeit: 90 Minuten

Losungsskizze, vorgesehene Bewertungseinheiten und ihre Zuordnungen zu den Anforde-
rungsbereichen:
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Flugbuchungen GK

Eine Fluggesellschaft verwendet Flugzeuge vom Typ ,,SPATZ* fiir 50 Fluggéste und vom
Typ ,,TAUBE* fiir 100 Fluggéste. Der Typ ,,SPATZ* wird auf der Kurzstrecke von Aburg
nach Bfurt eingesetzt, der Typ ,,TAUBE® auf der Langstrecke von Bfurt nach New World.

Die Fluggesellschaft ist sehr erfolgreich, denn die Belegungsstatistik weist {iber einen ldnge-
ren Zeitraum aus, dass die Fliige auf diesen Strecken stets ausgebucht waren. Allerdings
wurden auch im Mittel 10% der gebuchten Plétze kurzfristig storniert.

a) Unter welchen Annahmen ist es sinnvoll, fiir jeden bevorstehenden Flug die Anzahl
der tatséchlich den Flug antretenden Passagiere als binomialverteilt anzusehen?

b) Es seien die Annahmen von a) erfiillt. Wie groB3 sind dann die Wahrscheinlichkeiten,
dass beim néchsten Flug mit einem ,,SPATZ*

- genau 42 Plitze

- hochstens 42 Plitze

- mindestens 39 Plitze
tatsdchlich genutzt werden?

c) Es seien die Annahmen von a) erfiillt. Um die Flugzeuge besser auszulasten, bietet die
Fluggesellschaft den Reisebiiros stets 8% mehr Plétze als verfiigbar zum Verkauf an
und geht damit das Risiko einer Uberbuchung ein, d.h. dass bei einer zu geringen An-
zahl von Stornierungen ein oder mehrere Fluggiste ihren Flug nicht antreten konnen.
Wie grof ist fiir die beiden Flugstrecken jeweils die Wahrscheinlichkeit, dass es zu ei-
nem solchen Konfliktfall kommt?

d) Es seien die Annahmen von a) erfiillt. Ein Passagier, der tatséchlich fliegt, bringt der
Fluggesellschaft nach Abzug der Servicekosten eine Einnahme von 200 EURO, ein
Fluggast, der storniert hat, bringt nur 100 EURO, ein Fluggast mit gebuchtem Ticket,
der abgewiesen werden muss, bringt keinen Einnahmen, sondern verursacht fiir die
Fluggesellschaft Kosten in Hohe von 500 EURO (Hotel- und Bewirtungskosten,
Imageschaden usw.).

Welche Uberbuchungsquote fiir das Flugzeug ,,TAUBE“ ist fiir die Fluggesellschaft
betriebswirtschaftlich am sinnvollsten?

Zusatzteil fiir einen Leistungskurs:

Eine weitere Flugstrecke, auf der der ,,SPATZ* eingesetzt wird, hat nur eine statistisch er-
mittelte mittlere Buchungsquote von nur 90%. Unter welchen Annahmen ist es sinnvoll, fiir
jeden bevorstehenden Flug die Anzahl der buchenden Passagiere auf dieser Linie als Pois-
son-verteilt anzusehen? Wie grof} ist unter dieser Annahme die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Flug ausgebucht ist?
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Bezier Kurven

a) Erldutern Sie die Fragestellung die zur Entwicklung und Konstruktion von Bezier-
Kurven fiihrt.

Gegeben sind nun die Punkte Xo(1[1) , X (4/6), X, (6/0) und X5 (11]3).

b) Tragen Sie diese Punkte in ein Koordinatensystem ein, fassen Sie diese Punkte als
Bezierpunkte der Bezierkurve P(t) auf und konstruieren Sie mit dem De-Casteljau-
Algorithmus die Kurvenpunkte P(t) firt=0, t = %, t= % und t=1

¢) Schreiben sie die Formel fiir Kurvenpunkte (Bernstein-Bezier-Form) fiir das gege-
bene Beispiel auf und berechnen Sie die Koordinaten des Punktes P(% ).

d) Die gegebenen Punkte X ... X5 werden um den Ursprung um 120° im mathema-
tisch positiven Sinne gedreht, und es wird die Bezierkurve Q(t) zu den Bildpunkten

betrachtet. Untersuchen Sie, ob Q(%) durch eine entsprechende Drehung von P(%)
entsteht.

e) Begriinden Sie, dass fiir die Bernstein-Polynome b, gilt: an’k (tH)y=1 .

k=0
f) Gilt allgemein, dass die Konstruktion von Bezier-Punkten vertauschbar ist mit der
Anwendung von affinen Abbildungen in der Ebene?

Literatur: Frank Forster (Hrsg.) Materialien fiir einen realititsbezogenen Mathematikunter-
richt aus der Schriftenreihe der ISTRON-Gruppe Bd. 6, Franzbecker Verlag, 2000, S.44-79
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Preistheorie

Eine Computerfirma mochte einen neuen ,,Spielcomputer auf den Markt in der Bundesre-
publik bringen. Der Preis, den die Firma pro Gerit verlangen will, hdngt von der Menge ab,
die sich auf dem Markt absetzen ldsst und werde hier modelliert durch die Funktion a(x) =

ix+33 , fur 20<x <100 ,

20

wobei x die Menge in der Einheit 1000 Stiick und y der Preis in der Einheit EURO pro
Stiick ist.

a)

b)

Aus der Erfahrung mit élteren Gerdten dhnlicher Bauart kennt man die ungefédhren
Nachfragemengen bei drei unterschiedlichen Preisen:
Bei 30 EURO/Stiick lieen sich 90 000 Stiick,
bei 40 EURO/Stiick lieBen sich 60 000 Stiick,
bei 45 EURO/Stiick lielen sich 30 000 Stiick absetzen.
Bestimmen Sie den Term der quadratischen Nachfragefunktion n, die diese drei
Wertepaare interpoliert.
Benutzen Sie fiir die weitere Rechnung fiir die Nachfragefunktion den Funktion-
sterm

I, 1 .
n(y) 36Oy +12y+45 mit 20<y <100
Bestimmen Sie den Marktpreis, die Absatzmenge und den Umsatz, die sich aus den
beiden Funktionen im Modell der ,,freien Marktes* ergeben.
Der Verkauf derartiger ,,Spielcomputer* wird natiirlich mit Mehrwertsteuer (16%)
belegt. Berechnen Sie unter Beriicksichtigung der Mehrwertsteuer das neue Markt-
gleichgewicht.
Welcher Steueranteil pro Stiick und welches Gesamtsteueraufkommen ergibt sich
aus demSpielcomputerverkauf?
Fiir welchen Steuerprozentsatz wiirde das Gesamtsteueraufkommen maximiert?
Wie grof3 wire dann das Gesamtsteueraufkommen, die Absatzmenge und der
Marktpreis?



Qualitatskontrolle

Ein Unternehmen stellt ein Zwischenprodukt zur Weiterverarbeitung auf zwei verschiedenen
Produktionsanlagen her:

Auf der neuen Anlage A betrigt der Anteil mangelhaft produzierter Artikel etwa 25%.

Die alte Anlage produziert etwa 50% mangelhafte Artikel.

(Bei grof3en Stiickzahlen konnen bei beiden Anlagen die dabei auftretenden Schwankungen
vernachléssigt werden)

Die neue Anlage hat auch eine groBBere Produktionskapazitit und produziert gegeniiber der
alten Anlage etwa die vierfache Menge pro Tag.

Die in einer Anlage produzierten Artikel werden jeweils zu mehreren tausend Stiick in Kisten
verpackt und ihrer Herkunft entsprechend jeweils mit dem Préddikat ,,1.Wahl* bzw. ,,2.Wahl*
versehen und — natiirlich zu unterschiedlichen Preisen — verkauft.

In der Versandstelle kommt es immer mal wieder vor, dass eine Kiste versehentlich nicht ge-
kennzeichnet wird und dass auch durch Riickfragen die Herkunft des Artikels nicht geklart
werden kann.

Verkauft das Unternehmen nun eine solche Kiste falschlicherweise mit dem Priadikat
,»1.Wahl*, so muss es mit einer Schadenersatzforderung von 9000 EURO rechnen.

Wird die Kiste hingegen mit dem Prédikat ,,2.Wahl* verkauft, obwohl die Artikel von der
moderneren Maschine produziert wurden, so entsteht der Firma —wegen der hoheren Betriebs-
kosten der Anlage A — ein Verlust von 1000 EURO.

a) Welche Kosten entstehen dm Unternehmen langfristig pro Kiste, wenn es in einer sol-
chen Situation die betreffende Kiste
-- grundsétzlich mit dem Préadikat ,,1. Wahl*
-- grundsétzlich mit dem Préadikat ,,2.Wahl*
verkauft. Welche dieser beiden Strategien ist also vorzuziehen?

b) Um die Kosten zu senken, wurde beim letzten Mal der Betriebsstatistiker — ein Baye-
sianer — hinzugezogen.
Er nahm eine Stichprobe von 20 Artikeln aus der Kiste und stellte fest, dass 15 Stiick in
Ordnung waren.
Welche a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten hat er den beiden Ereignissen
-- ,,die kritische Kiste stammt von Maschine B*
-- ,,die kritische Kiste stammt von Maschine A*
zugeordnet und wie hat er dann entschieden?

c) Begriinde, dass der Statistiker bei seiner Entscheidung ins Griibeln kéme, falls bei einer
Uberpriifung, einer solchen Kiste die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis

,»die kritische Kiste stammt von Maschine B* genau E ware.

d) Leite aus dem Ergebnis von ¢) ein Entscheidungsverfahren ab, das angibt, fiir welche
Realisierungen der PriifgroB3e
X:= Anzahl der Artikel, die bei 20 Ziehungen in Ordnung sind
die Firma nach dem Rat des Statistikers die Kiste mit dem Préadikat ,,1.Wahl* verkaufen
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sollte.
(Hinweis: Nimm an, dass die Bayes-Formel fiir P(B|X=k) gerade den in c) betrachteten
Wert geliefert hitte und 16se nach k auf).

e) Welche mittleren Kosten entstehen dem Unternehmen langfristig, wenn es immer nach
dem Verfahren aus d) verfahrt?

f) Da der beschriebene Statistiker gekiindigt hat, stellt die Firma einen neuen Statistiker
ein, der ein Spezialist fiir Hypothesentests ist.
Dieser entwickelt einen Hypothesentest mit dem Signifikanzniveau a=1%, wobei er als
Irrtum 1. Art denjenigen wahlt, der die gravierendere Konsequenz nach sich zieht.

g) Welches Entscheidungsverfahren schldgt der neue Statistiker vor?

h) Nimm zu den unterschiedlichen Ergebnissen von e) und g) Stellung.



